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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Книга посвящена вопросам обоснования корректности задач для си

стем нелинейных уравнений, имеющих прикладное значение в ма

тематической физике, и предназначена для научных работников, 

студентов-математиков и аспирантов, специализирующихся вобла

стях математического моделирования сложных систем, прикладной 

математики, физической кинетики и газовой динамики. 

Содержание монографии сформировалось на базе исследований, 

проведенных автором с учениками (В. В. Русских, И. Р. Багдасаро

вой, М. Г. Ткаченко, М. А. Забудько, Д. А. Рыжиковым, Д. Ю. Осец

ким, А. В. Галкиным) с 1989 г. по 2008 г. и направлено главным обра
зом на выявление и анализ основных математических структур, свя

занных с вопросами обоснования методов математического модели

рования, приводящих к нелинейным системам законов сохранения, 

включающих систему Навье-Стокса газовой динамики, уравнения 

Больцмана, Смолуховского, Власова в физической кинетике. Сюда 

же примыкают задача Стефана и модели тепло-массопереноса, свя

занные с выращиванием кристаллов. Типичным явлением, порож

дающим возникновение функциональных решений, является отсут

ствие непрерывности операторов в дифференциальных уравнениях 

на рассматриваемых множествах решений. В частности, для обыкно

венных дифференциальных уравнений с разрывной правой частью 

функциональные решения совпадают с решениями, исследованными 

А. Ф. Филипповым. 

Доказаны теоремы о глобальной разрешимости задачи Коши 

для квазилинейных и полулинейных систем, а также выделены клас

сы однозначной разрешимости этой задачи, являющиеся предела

ми аппроксимаций заданного приближенного метода. Предложены 

принципы выделения классов корректности. Значительное внимание 

уделено приложениям, связанным с уравнениями Больцмана и Смо

луховского, возникающими при моделировании разреженных газов 

и дисперсных коагулирующих систем. 



4 Предисловие 

Существенное влияние на стиль и содержание книги ока

зало обсуждение представленного материала и общение автора 

с А. Н. Тихоновым, А. А. Самарским, Н. С. Бахваловым, О. А. Олей

ник, Б. Л. Рождественским, С. Н. Кружковым, В. А. Тупчиевым, 

Б. Н. Четверушкиным, которым автор выражает сердечную бла

годарность. 



Глава 1 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ МОДЕЛЕЙ 

ФИЗИЧЕСКОЙ КИНЕТИКИ И СОПУТСТВУЮЩИЕ 

УРАВНЕНИЯ МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ 

§ 1. ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 

Математические модели физических систем, состоящих из стати

стически большого количества частиц (разреженные газы, дисперс
ные системы, плазма), а также модели механики сплошной среды 
основываются на фундаментальных соотношениях баланса, нося

щих общее название - законы сохранения. Значительное количество 

современных исследований по теории законов сохранения связано 

с вопросами корректности задач для систем нелинейных дифферен

циальных и интегродифференциальных уравнений 

8f(u;)(x,t) ~ 8F}u;)(f,x,t) = S(u;)(f t) 
at + ~ ах. 'х, ' 

j=1 J (1.1) 

х Е :IR.n, t > 0, w Е П, 

где f = {f(u;)}-неизвестная вектор-функция, вид потоков Fj 
и источника S считаются заданными характером моделируемого 
физического процесса, х Е :IR.n - пространственные координаты, t - · 
время, П- множество параметров w, нумерующих уравнения. 

Приложения этих уравнений широко известны, в частности, 

в связи с газодинамикой и гидродинамикой, физической кинети

кой [111, 142, 178]. Данная глава является кратким обзором классов 
физических задач, относящихся к этим областям приложений систем 

(1.1), и носит в основном справочный характер. 
Система законов сохранения (1.1) дополняется начальными дан-

ными 

flt=O = fo, х Е IRп, V..J Е П. (1.2) 

Задача (1.1), (1.2) называется пространственно однородной, если 
она рассматривается в классе решений f, не зависящих от про
странственных переменных х. В этом случае функция f является 
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решением более простой задачи 

дf~:(t) = s(w)(f(.)(t)), t >о, 
flt=O = fo, l.J.) Е n. 

(1.lo) 

(1.2о) 

Наряду с корректностью в круге задач для системы уравне

ний (1.1) (законов сохранения) традиционно особую роль играют 
такие проблемы нелинейной математической физики, как обосно

вание приближенных методов, используемых в процессе отыскания 

неизвестного решения. Подчеркнем, что практические надобности, 

связанные с вычислением конкретных физических параметров, при

водят к вопросам определения понятия решения и отыскания функ

циональных пространств, в которых имеет место сходимость прибли

женных методов. Вопросы эти становятся особенно трудными, когда 

нелинейные операторы {Fj} и S в уравнениях (1.1), (1.10 ) разрывны, 

что может повлечь неразрешимость задачи Коши во множестве 

классических или обобщенных решений в целом, т. е. при всех t > О. 

§ 2. ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ БОЛЬЦМАНА. 
УРАВНЕНИЕ БОЛЬЦМАНА КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ГАЗОВ 
И УРАВНЕНИЕ СМОЛУХОВСКОГО ТЕОРИИ КОАГУЛЯЦИИ 

Эволюция физических систем, состоящих из статистически боль

шого количества элементов, сталкивающихся в процессе движения, 

в некотором смысле, локально, моделируется обобщенным уравне

нием Больцмана ( кинеmи'Ческое уравнение) 

дf(w~~x, t) + d~v(v(w) f(w)(x, t)) = s(w)(f(.)(x, t)), 
(1.3) 

l.J.) Е n, t Е iRt, х Е 1Rп, 

где подлежащая отысканию функция f описывает состояния фи

зической системы в каждый момент времени t ~ О в точках 

с пространственными координатами х = (х1, х2, ... , хп)· Величины 
vCw) Е IRn определяют скорость движения элементов физической 
системы между столкновениями, т. е. скоростъ свободного переноса. 

Множество параметров n = { l.J.)} может быть конечным либо 
бесконечным. (Оно считается метрическим локально компактным 

счетно-конечным пространством. В частности, когда n ~конечный 
набор индексов, то n снабжается дискретной метрикой.) 

"Уравнения (1.1), (1.10 ), (1.3) возникают при моделировании про
цессов в форме соотношений баланса, которые выполняются при вза

имодействии элементов физической системы, скажем молекул газа, 
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капель в аэрозольном облаке и т. д. При этом состояния моделиру

емого объекта в каждый момент времени t задаются вектором f 
(неизвестная, подлежащая отысканию), а операторы потоков {FJ} 
и операторы столкновений S в уравнениях (1.1), (1.10 ), (1.3) зада
ются характером рассматриваемого явления. Как правило, эти опе

раторы нелинейные, что отражает наличие взаимодействия между 

элементами описываемого объекта. Указанные факторы определяют 

значительный уровень сложности математического исследования 

упомянутых задач. 

Уравнение (1.3) включается в обобщенное уравнение болъцманов-
ского типа 

(1.4) 

с независимыми аргументами w Е П, t Е JR.f, х Е 1Rn. Аргумент w · 
особо выделен, так как по нему осуществляется действие оператора 

столкновений S на функцию f. Такая запись отражает локальность 
столкновений частиц. Уравнение (1.4) в общем случае относится 

к полулинейнъ~м законам сохранени.я. Специфика уравнений больц

мановского типа определяется ниже дополнительными ограничени

ями на оператор S, называемый в физической кинетике оператором 
столкновений. 

Линейный оператор L является производящим для полугруппы 
(группы) преобразований, определяющей модель свободного перено
са 'Частиц (т. е. без взаимных столкновений) как действие однопа
раметрической группы (полугруппы) линейных преобразований Tt, 
применяемых к функции f - спектру частиц на П. Такие задачи 

в банаховом пространстве с малыми начальными данными подробно 

рассматриваются в гл. 3. Обычно L - дифференциалънъ~й оператор 

дивергентного вида, т. е. его значение равно дивергенции некоторого 

векторного поля, но бывают ситуации, когда L - линейный инте

гродифференциальный оператор. Последнее характерно для мар

ковских моделей спонтанного распада частиц (28, 245, 246] и их 
конденсационного роста [28], что сопутствует коагуляции капель 
в облаках. 

Ограничения на оператор столкновений S в основном связа

ны со свойствами постоянства либо невозрастания нормы решения 

в пространстве L 1 , а также неотрицательностью решения f, которое 
по своему физическому содержанию характеризует распределение 

числа частиц в системе среди возможных состояний. 

В кинетической теории газов [16, 88], моделируемой уравнением 
Больцмана вида (1.3), решение f(v,x, t) называют одно'Части'Чноu 
функцией распределени.я. В пространственно неоднородной модели, 
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описываемой уравнением (1.3), ее связывают с плотностью вероятно
сти p(v, х, t) обнаружения молекулы в момент времени t в элементе 
объема dv х dx фазового пространства 1Rв = JR3 х JR3 (декартово 

произведение пространственных координат на множество скоростей) 

посредством соотношения [177, 178], [93, 111, 232]: 

f(v,x,t),....., C(m,N, V)p(v,x,t), 

где m - масса молекулы, N - число молекул в физической систе

ме, V - пространственный объем, занимаемый газом. Таким обра

зом, величина f характеризует плотность вероятности обнаруже

ния молекулы в 6-мерном фазовом пространстве, которое состоит 

из декартового произведения 3-мерных пространственных координат 

на 3-мерное пространство скоростей [179]. (В пространственно одно
родных задачах зависимость функции f от координат х отсутствует, 
и фазовое пространство состоит только из множества скоростей 

v Е JR3 .) Приведенная связь используется на физическом уровне 

строгости, когда число частиц в системе N >> 1. Однако ее мате
матическое обоснование весьма далеко от своего завершения и тре

бует дальнейших исследований. В частности, уравнение Больцмана 

допускает решения, которые имеют естественную физическую ин

терпретацию схлопывающегося или разлетающегося газа (см. ниже 

решения А. А. Никольского и В. С. Галкина [126, 64]), но эти решения 
не обладают свойством интегрируемости по переменным х, v Е JВ;.6 , 

что противоречит стандартной нормировке плотности вероятности 

Величину 

J p(v,x,t)dvdx = 1. 

Jfl.6 

п(х, t) = N J p(v, х, t) dv 

Rз 

называют кон,цен,траv,иеu газа, а произведение р(х, t) = mn(x, t)
плотн,остъю распределен,uJ~ .массъ~ газа в окрестности точки х в мо

мент времени t. 
Математическая проблема вывода кинетического уравнения 

Больцмана из динамики конечного числа частиц, доказательство 

корректности задач для него и отыскание условий связи его ре

шений с решениями уравнений Навье-Стокса являются областью 

современных интенсивных исследований, восходящих к 6-й проблеме 

Гильберта. 
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Следуя монографиям [177, 178, 179], отметим наиболее суще
ственные моменты, характеризующие физическую сторону явления 

столкновений молекул в газах. 

Процессы столкновения атомных и молекулярных частиц можно 

разделить на два типа - упругие и неупругие. При упругих столкно

вениях сохраняется их суммарная кинеЧ'ическая энергия, меняются 

лишь направления и скорости движения сталкивающихся частиц. 

При неупругих столкновениях меняется внутренняя энергия частиц. 

Физическое описание столкновения молекул зависит от потенци

ала их парного взаимодействия, который определяется характером 

квантовомеханических и электромагнитных явлений, протекающих 

при их сближении. Наиболее простой процесс столкновений описы

вается моделью бильярдных шаров. В этом случае столкновение 

молекул рассматривается как взаимодействие бильярдных шаров 

диаметра d. В реальных газах диаметр молекул имеет порядок 
10-8 см. Для модели бильярдных шаров потенциал взаимодействия 
может быть задан в виде 

U(r) = 
{ 

оо, 
о, 

r ~ d, 

r > d. 

Более сложным является потенциал взаимодействия степенного 

вида: 
А 

U(r) = - 1 . rs-

Для реальных газов достаточно неплохим является показатель 

s = 9. При значении s = 5 получаем максве.лловские молекулы, 
для которых проведен ряд интенсивных теоретических исследований 

для уравнения Больцмана, описывающего поведение одночастичной 

функции распределения f (см. [13, 14]). 
Для описания взаимодействия молекул используется также мо

дельный потенциал Леннарда-Джонса: 

где В, r0 , пи m - константы. Первый член в правой части этого вы

ражения описывает столкновение молекул на близких расстояниях, 

второй - их притяжение. 

В соответствии с [108-110] перечислим стандартные сведения 
о классическом рассеянии пары молекул, взаимодействующих по

средством центральных сил с потенциалом И(r), зависящим от 
расстояния между центрами их масс. Под столкновением будем 

понимать преобразование скоростей пары молекул из состояния 
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z 

ь 

r 

Рис. 1.1. Схема столкновения двух частиц 

при t --+ -оо (до столкновения) в состояние при t --+ +оо (после 
столкновения). 

Обозначим через v, v1 Е IR.3 векторы скоростей пары молекул до 

столкновения, через v', v~ Е IR.3 - их скорости после столкновения. 

Пусть g = v1 - v2 вектор относительной скорости сталкивающихся 

частиц до столкновения, а g' = v~ - v~ этот же вектор после 
столкновения. Направив ось z вдоль вектора g из центра частицы 1, 
обозначим через Ь прицельное расстояние до столкновения - асимп

тотическое расстояние между траекторией частицы r и осью z. Через 
Ь' обозначим прицельное расстояние после процесса столкновения. 
Пусть m 1 , m 2 , m~, m~ - массы пары молекул до и после столкнове
ния. 

В силу закона сохранения момента количества движения, все 

рассматриваемые векторы скоростей принадлежат плоскости, про

ходящей через векторы v1 и v2 . При столкновении выполняются 

законы сохранения массы, импульса и энергии: 

m1 +m2 =m~ +т~, 

m1 v1 + m2v2 = m~ v~ + m~v~, 

v1 2 v2 2 ' v~ 2 ' v~ 2 
m12+m22 =m12+m22· 
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Рис. 1.2. Столкновение одинаковых бильярдных шаров 

Закон столкновения пары молекул особенно просто выглядит 

в модели одинаковых «твердых сфер» (бильярдных шаров, имеющих 
одинаковые массы: m1 = m 2 = mi = т; > О). В этом случае 
преобразование столкновения имеет следующий вид: 

v' = v - q( v - v1, q )J№.3 , v~ = V1 + q( v - V1, q )J№.3 , 

Vq Е Е2={qЕ1Rз: (q,q)J№.3 = 1}. 

При этом единичный вектор q направлен вдоль линии, соединя
~ 

ющей центры шаров 001 в момент столкновения, см. рис.1.2. 

Якобиан приведенного преобразования скоростей и вектора q 

' v 1----t v' 

V1 1----t V~, 

q 1----t q' = -q, 

в случае бильярдных шаров равен единице [88). Законам сохранения 
импульса, энергии и момента количества движения пары сталки

вающихся частиц удовлетворяют некоторые специальные преобра

зования скоростей частиц, например ортогональные столкновения, 

рассматриваемые ниже. 

Естественно, что для модели столкновений молекул - бильярд

ных шаров величину d называют эффективным сечением взаимо
действия пары молекул. Наглядность понятия эффективного сече

ния столкновения как диаметра сталкивающихся шаров позволяет 

построить его аналоги и для других видов потенциала столкновения. 

Для нейтральных газов эта величина d rv 10-8 см. 
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В соответствии с приведенными соображениями о физике про

цессов столкновений следует выделить два оператора S, важных 
с точки зрения приложений и идейно восходящих к Дж. К. Максвел

лу [15, 116, 241] и Л. Больцману [15, 16, 17, 193]. Максвелл в 1859 г. 
определил основное понятие кинетической теории - функцию рас

пределения, а Больцман в 1872 г. записал первое кинетическое 

уравнение, которое описывает эволюцию функции распределения 

молекул газа по скоростям в случае близости системы к состоянию 

термодинамического равновесия. 

Итак, первый пример - это уравнение Больцмана кинетической 

теории газов. 

Второй важный пример исторически связан с теорией коагу

ляции. В 1916 г. выдающийся польский физик М. Смолуховский, 

исследуя эволюцию слипающихся (коагулирующих) частиц в элек

тролитах, записал кинетическое уравнение коагуляции для функции 

распределения частиц по массам [150, 259, 260]. Для уравнения 
Больцмана кинетической теории газов оператор S и скорость сво
бодного переноса v(w) в уравнении (1.3) задаются соотношениями 

S("')(f(.)) = f f Ф(w, ~' q) [!(w') f(f,') - !("') JIO] d~dq, 
n 2:2 

v(w) = w Е П = 1Rз, (1.5) 

w' = w - q(w - ~' q)JR3 , ( = ~ + q(w - ~' q)JR3 , 

L = {q Е 1Rз: (q, q)JR3 = 1}. 
2 

Уравнение (1.3) с оператором столкновений (1.5) называется 
уравн,ен,ие.м Болъv,ман,а кин,еmи'Ческой теории газов. Вектор q Е 

JR3 - это единичный вектор, соединяющий центры молекул в момент 

мгновенного соударения. Интенсивность столкновений частиц (яд

ро интегрального оператора столкновений Больцмана (1.5)-функ

ция Ф) считается известной и определяется характером физического 

взаимодействия пары частиц. 

Одним из важнейших решений уравнения Больцмана является 

максвеJ1,J1,овское распределен,ие f = const · exp(-v2 ) [76-79, 93], опи
сывающее равновесный газ. Очевидно, что это решение имеет место 

для любых интенсивностей столкновений частиц Ф. 

Начиная с Л. Больцмана [16, 88, 193], весьма популярной является 
модель молекул - бильярдных шаров. Эта модель весьма широко 

применяется для качественных рассмотрений, связанных с процес

сом столкновения молекул, так как для бильярдных шаров процесс 
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столкновения представляется наиболее наглядно. В этом случае 

функция 

где tJ = iJ(d)-сечение взаимодействия молекул. 
Для ряда задач используются также иные законы, связывающие 

СКОрОСТИ молекул r..v, ~ Е JRn ДО СТОЛКНО13еНИЯ И ИХ СКОрОСТИ r..v', е Е JRn 
после столкновения, см. (23, 60, 188]. В частности, для одинаковых 
молекул законам сохранения импульса и энергии удовлетворяет 

модель ортогональных соударений частиц, когда скорости частиц 

при столкновении преобразуются по следующему закону: 

{

v' = v+и, 

и' =0, 

(v, u)IRn =О, 

(1.6) 

где штрих относится к скоростям частиц после столкновения. Вели-

чина n 

(v,u)IRn = LVkUk 

k=l 

- скалярное произведение в пространстве 1Rn. Таким образом, 

в процессе такого столкновения обязательно образуется покоящаяся 

частица, которая, по существу, выбывает из последующих взаимо

действий, ибо в данной модели при столкновении с такой частицей 

происходит обмен импульсами. 

Оператор столкновений S в данном случае определяется следу
ющим образом: 

5(dv)(J) = 

= дo(dv) { ~ / Ф(v, v1)f ( v)f ( v1)дo(cos( v,;i!i)) dv dv1} + 
1Rn XIRn \(0,0) 

+ dv{ ~ / Ф(v - v1, v1)f(v, t)f(v1, t)дo(cos(v ~v1)) dvi

IRп \О 

- j Ф(v, v1)f(v, t)f(v1, t)дo(cos(v:Vi)) dv1 }· 

IRп \О 

(1.7) 

Оператор столкновений (1.7), соответствующий закону взаимо
действия частиц (1.6), состоит из двух компонент-сингулярной 
(первое слагаемое в формуле (1.7)), задаваемой атомарной мерой 
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Дирака <50 ( dv), сосредоточенной на покоящихся частицах, и абсолют
но непрерывной компоненты, задаваемой вторым слагаемым в (1.7) 
с мерой Лебега dv. Сингулярная компонента описывает образование 
конденсированного вещества, состоящего из совокупности покоя

щихся частиц. 

Эта модель газа напрямую связана с кинетической теорией коа

гуляции М. Смолуховского [63], к которой обратимся ниже в гл. 4-6. 
В такой модели происходит своеобразное «слияние» (коагуляция) 
кинетической энергии сталкивающихся частиц, когда одна частица 

приобретает суммарную кинетическую энергию пары сталкиваю

щихся частиц. В частном случае, когда функция распределения 

частиц по скоростям зависит лишь от квадрата скорости ( кинети
ческой энергии), уравнение Больцмана с оператором ортогональных 

столкновений частиц превращается в уравнение коагуляции Смолу

ховского для функции распределения частиц по значениям кинети

ческой энергии. В силу наличия ненулевой сингулярной компоненты 

у оператора столкновений (1. 7) на абсолютно непрерывных началь
ных распределениях частиц, решения уравнений (1.1), (1.2) также 
должны рассматриваться в классах мер, состоящих из сингулярной 

и абсолютно непрерывной частей. При этом сингулярная часть 

решений уравнений (1.1), (1.2) сосредоточена на скорости v =О. 
Таким образом, закон столкновений (1. 7) приводит к необходимо
сти рассмотрения функциональных решений уравнений физической 

кинетики [43, 52], которая рассматривается в гл. 2. 
Модель сложения энергий при ортогональных соударениях ча

стиц при сферически симметричных распределениях частиц по на

правлениям движения полностью совпадает с моделью М. Смолухов

ского [150, 259, 260] коагуляции масс частиц в коллоидных раство
рах. 

Для моделей вида (1.3) кинетической теории коагуляции (Смо
луховского), где фазовое пространство П = JR.t-мaccы частиц, 
оператор столкновений S определен следующими соотношениями: 

"' 
s<"'J(f(.)) = ~ ! Ф(w - w',w')J<"'-"'

1

) J<"'')dw'-
o 

00 

- f("') f Ф(w, w')J<"'')dw', u; Е JR.t, 

о 

Ф(w,w') = Ф(w',w) ~О, w,w' Е JR.t. 

(1.8) 
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Оператор столкновений Смолуховского соответствует неупруго

му парному столкновению частиц, состояния которых характеризу

ются скалярным параметром u; Е JR.i, скажем массой. 
Считается, что указанное уравнение моделирует процессы 

коагуляции, протекающие, например, в теплом кучевом облаке, 

в коллоидных растворах, в космических пылевых облаках [2, 3, 7-16, 
78]. Функция распределения f определяется так, что j('"')(x, t) dw 
описывает среднюю концентрацию частиц физической системы, 

которые в момент времени t лежат в пространственной области dx, 
а их массы w находятся в интервале dUJ. По своему физическому 
содержанию функция f должна быть неотрицательной. Ядро Ф 
в операторе столкновений Смолуховского считается известной 

функцией слияния частиц с массами w, w' Е JR.i, а ее чисJiенное 
значение пропорционально частоте слияний таких частиц в единице 

объема системы, т. е. величине, обратной среднему времени жизни 

частиц с указанными массами. Конкрет

ный вид ядра Ф получается на осно

вании анализа микрофизических явле

ний, обусловливающих взаимодействие 

частиц моделируемой физической си

стемы. Отметим, что из физики яв

ления коагуляции вытекает симметрич

ность и неотрицательность ядра: 

Ф(w, w') = Ф(w', w) ~О. 
1.3. Пусть до столкновения две частицы Рис. 

+ (слияние 

Коагуляция 

масс) частиц 
имеют массы w, w' Е JR.1 . Тогда после 

при парном столкновении 

столкновения образуется одна частица 

суммарной массы u; + w', см. рис. 1.3. 
Аналогично выглядит оператор столкновений Смолуховского 

в теории коагуляции частиц с дискретными массами: 

о;-1 

sC'"')(f(.)) = ~ L Ф(w - w',w')f(o;-o;') !(о;')_ 
o;'=l (1.9) 

00 

- !(о;) L Ф(w, w')f(o;')' (J) Е n = N. 
w'=l 

Уравнение (1.3) с операторами столкновений (1.8), (1.9) в даль
нейшем будем называть кииети-ч,еским уравиеиием Смолуховского. 

От неупругого столкновения элементов сложных систем очень 

многое зависит в нашей повседневной жизни. Примером тому слу

жит явление свертываемости (коагуляции) крови при порезах (от-
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сутствие коагуляции крови грозит смертельной опасностью так же, 

как и ее чрезмерная интенсивность, ведущая к образованию тромбов 

с последующей закупоркой кровеносных сосудов!), створаживание 
молока и образование киселя -- это тоже коагуляция; процессы по
лимеризации, т. е. очень интенсивной коагуляции частичек, лежат 

в основе производства полимерных нитей, использующихся при из

готовлении современных материалов. Напрямую с этими явлениями 

связаны процессы роста трещин в структуре материалов за счет 

их взаимных пересечений (коагуляция растущих трещин с обра

зованием дефектов, сопоставимых с размерами детали - явление 

разрушения). 

Коагуляция имеет прямое отношение к задачам динамики раз

рушения деталей и прогноза развития дефектов с целью предотвра

щения возможных катастроф на аэрокосмических аппаратах, разру

шения трубопроводов первого контура ядерноэнергетических уста

новок при их циклическом замораживании-размораживании и т. д. 

Последнее особенно актуально для ядерных реакторов с тяжелым 

металлическим теплоносителем (свинец, свинец-висмут), где фа

зовые переходы служат источником скачков давления на стенки 

каналов теплоносителя, что ведет к развитию трещин и разрушению 

конструкций. 

В (60, 63] показано, что уравнение Смолуховского описывает спе
циальный случай больцмановского газа (рассматриваемого в гл. 4), 
состоящего из одинаковых молекул, которые испытывают только 

ортогональные упругие соударения. В этой модели величина (.<) явля

ется кинетической энергией молекулы. Очевидно, что распределение 

молекул f по энергиям в этом случае имеет д-образную особен

ность (меру Дирака д0 (d(.V)), сосредоточенную на молекулах с ну

левой кинетической энергией. Тем самым, в задачах для уравнения 

Смолуховского естественным образом возникают функциональные 

решения, являющиеся предметом следующей главы. 

Наличие в физической системе источников частиц, действующих 

с неотрицательной интенсивностью q, отражается добавлением этой 
величины в правой части уравнения (1.3). 

Несмотря на то что первые кинетические уравнения записаны 

для специальных систем, область их приложений оказалась весьма 

широкой. Аналоги уравнений Больцмана и Смолуховского исполь

зуются при моделировании процессов переноса излучения в веще

стве, нейтронов в ядерном реакторе, при исследовании роста капель 

в облаках, дефектов в материалах реакторов на быстрых нейтронах, 

газовых пор в металлах и т. д. (3, 50, 54, 111, 119, 125, 168, 177, 178]. 
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Задача Коши для уравнения (1.3) с операторами столкновений 
(1.5)-(1.7) подробно исследована с точки зрения корректности в це
лом в классах начальных данных, которые не зависят от простран

ственных координат х. Случай пространственно неоднородных задач 

весьма трудный, и число содержательных результатов здесь отно

сительно невелико. Основная трудно~ть заключается в отсутствии 

непрерывности операторов столкновений вида ( 1. 5)-(1. 7) в нормах, 
связанных с соотношениями сохранения или диссипации, характер

ных для этих задач. 

§ З. УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА 

К указанному классу нелинейных моделей больцмановского типа 

для локально взаимодействующих частиц (при парных соударениях) 
примыкают модели с нелокальными взаимодействиями, к которым, 

прежде всего, относятся уравнения теории плазмы (А. А. Власова). 

В резком отличии свойств плазмы от свойств нейтральных газов, 

к которым относится модель больцмановского газа, определяющую 

роль играют два фактора. Во-первых, взаимодействие частиц плаз

мы между собой характеризуется кулоновскими силами притяжения 

и отталкивания, убывающими с расстоянием гораздо медленнее 

(т. е. значительно более дальнодействующими), чем силы взаимодей
ствия нейтральных частиц. По этой причине взаимодействие частиц 

в плазме является, строго говоря, не парным, а коллективным -
одновременно взаимодействует друг с другом большое число ча

стиц.Во-вторых, электрические и магнитные поля сильно действуют 

на плазму, вызывая появление в ней объемных зарядов и токов 

и обусловливая целый ряд специфических свойств плазмы. Эти 

отличия позволяют рассматривать плазму как особое, «четвертое» 

состояние вещества. 

Основными методами теоретического описания плазмы являются 

исследование движения отдельных частиц плазмы, магнитогидро

динамическое описание плазмы, кинетическое рассмотрение частиц 

и волн в плазме. 

Кинетические уравнения для плазмы - это замкнутая система 

уравнений для одночастичных функций распределения частиц плаз

мы по координатам r и скоростям v (импульсам р) совместно 

с уравнениями Максвелла для средних напряженностей электро

магнитных полей, создаваемых частицами плазмы. Кинетический 

подход к описанию состояния плазмы часто играет важную роль 

в описании макроскопических свойств плазмы, которые не могут 

быть выявлены при гидродинамическом подходе. 
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Наиболее простыми являются кинетические уравнения для пол

ностью ионизированной электронно-ионной плазмы - уравнения 

для функций распределения 

f = Ua(r, v, t)}aEA, А= {е, i}, 

электронов (а = е), однозарядных ионов (а = i), напряженностей 
электрического E(r, t) и магнитного H(r, t) полей. (Здесь r-про
странственные координаты частиц, v - скорости, t - время.) 

Точное уравнение для функций fa(r, v, t) имеет вид 

дfа дfа еа (в 1 [ н]) дfа - s -- + v-- + - + - v х -- - а, 
Ш ~ та с ~ 

где Sa - оператор столкновений частиц физической системы, v -
скорость движения частицы вида а Е А, еа и та - заряд и масса 

частицы вида а, с - скорость света в вакууме. 

Электромагнитное поле E(r, t), H(r, t) определяется из уравнений 
Максвелла: 

1 дЕ 47Г ! rotH = --
8 

+ - :~::::еа fa(r,v,t)vdv, 
с t с 

а 1Rз 

lдН 
rotE = --

с дt' 

div Е = 47Г L еа f f a(r, v, t) dv, 
а 1Rз 

div Н =О. 

Кинетические уравнения для плазмы существенно упрощаются 

в двух предельных случаях. В случае когда длина свободного про

бега и время свободного пробега малы по сравнению с характер

ными соответствующими параметрами задачи, то возможен переход 

от кинетических уравнений для плазмы к соответствующим газо

динамическим уравнениям, учитывающим столкновения, например 

к уравнению Больцмана. В случае когда длина свободного пробега 

и время свободного пробега велики по сравнению с характерны

ми соответствующими параметрами задачи, столкновениями частиц 

можно пренебречь, учитывая только коллективное взаимодействие 

частиц через самосогласованные поля. Это бесстолкновительное 

приближение приводит к уравнению Власова - уравнению, в кото

ром операторы столкновения Sa =О. 
Аналогично записываются уравнения Власова для системы гра

витирующих масс, притягивающихся друг к другу посредством 
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кулоновского потенциала. В этом случае в уравнениях Власова

Максвелла-Больцмана следует положить напряженность магнитно

го поля Н = О. Оператор столкновений S выбирается в зависимости 
от характера парных соударений частиц: либо упругие соударения 

с оператором столкновений Больцмана, либо неупругие соударения, 

приводящие к коагуляции масс, с оператором столкновений Смолу

ховского, либо предполагается, что столкновения частиц отсутству

ют (бесстолкновительная плазма, когда Sa. =О). 
Следует подчеркнуть, что случай уравнений Власова при Sa. = О 

для системы частиц, взаимодействующих посредством гладкого дву

частичного потенциала, подробно исследован Р. Л. Добрушиным [78]. 
Им установлена важная связь бесстолкновительных уравнений Вла

сова с уравнением Лиувилля для упомянутых конечномерных га

мильтоновых систем, и доказано, что статистическое решение для га

мильтоновой системы является единственным решением уравнений 

Власова. Теорема единственности установлена на основе применения 

метрики Канторовича-Рубинштейна в пространстве мер, а также 

обоснован предедьный переход, когда число частиц стремится к бес

конечности. 

Отметим, что особенность кулоновского потенциала не вклю

чается в класс задач, исследованных Р. Л. Добрушиным, и он рас

смотрен в [53] на основе концепции функциональных решений (43]. 
Аналогичные проблемы связаны с решениями уравнений Максвелла 

с разрывными параметрами диэлектрическими среды (57], включаю
щих в себя математические модели физических систем, в частности 

движение элементарных зарядов в разрывных средах, приводящее 

к возникновению переходного излучения, открытого в 1946 г. В. Гин
збургом и И. Франком [158]. 

§ 4. УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА - ДЕ ФРИЗА, 

КАДОМЦЕВА-ПЕТВИАШВИЛИ, ХОПФА 

К теории уравнений Власова примыкают задачи для уравнений Кор

тевега - де Фриза (КдФ), Кадомцева-Петвиашвили (КП) и Хопфа. 

Уравнение КдФ - первый представитель так называемых соли

тонных уравнений. Солитон - концепция нелинейной теории. В нем 

на классическом уровне реализуется объект, существование которого 

специалисты по теории поля постулировали многие годы: локаль

ный бегущий волновой импульс, компактная когерентная структура, 

устойчивое решение полевого уравнения и частицеподобные свой

ства. 
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Уравнение КдФ имеет следующий вид [98, 112, 129]: 

Ut + UUx = OUxxx · (1.10) 

Уравнение КдФ описывает эволюцию волн на мелкой воде, 

ионно-акустические волны, длинные волны в сдвиговых потоках 

и множество других физических процессов. 

Кратко остановимся на некоторых математических аспектах, свя

занных с уравнением КдФ. Математическая теория этого уравнения 

широко развита. Проблемы существования решений различного рода 

для этого уравнения рассмотрены в [98, 112, 129, 213]. Некоторые 
вопросы, касающиеся единственности этих решений, еще остаются 

открытыми [112]. Обширная литература (см., например, [128, 129, 
234, 220)) посвящена этим, а также другим аспектам математической 
теории уравнения КдФ, в частности существованию интегралов 

энергии этого уравнения, численным методам его решения, изуче

нию периодической задачи, и т. д. 

Уравнение Кадомцева-Петвиашвили (КП) часто называют дву

мерным уравнением Кортевега- де Фриза [87]: 

[ut + UUx - OUxxx]x + /ЗUуу = О. (1.11) 

При /3 >О уравнение (1.11) соответствует среде с отрицательной 
дисперсией [87]; /3 <О соответствует среде с положительной диспер
сией. 

Как и для уравнения КдФ, для уравнения КП практически 

сняты все вопросы, касающиеся разрешимости задач, связанных 

с этим уравнением [95, 166, 261]. Открытыми остаются вопросы 
единственности этих решений. 

Остановимся теперь на некоторых моментах математической тео

рии уравнений (1.10) и (1.11). 
Естественно предполагать, что уравнения КдФ, КП, а также 

уравнение Хопфа 
Ut + UUx = 0, (1.12) 

можно связать между собой, в известном смысле, посредством пре

дельных переходов по параметрам /3 ____,О (уравнения (1.11) и (1.10)), 
и а ____, О (уравнения (1.10) и (1.12)). При этом предполагается, что 
в пределе получается решение уравнение КдФ в первом случае и ре

шение уравнения Хопфа - во втором. К сожалению, в рамках клас

сической теории сходимости приближенных методов положительно 

решить этот вопрос не удается. Эти предельные переходы удается 

обосновать с помощью теории слабой сходимости приближенных 
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методов к функциональному решению задачи для уравнений КП 

и КдФ, см. гл. 8. 

§ 5. УРАВНЕНИЯ МЕХАНИКИ СПЛОШНОЙ СРЕДЫ, 
ПОРОЖДЕННЫЕ УРАВНЕНИЯМИ ~ИЗИЧЕСКОЙ КИНЕТИКИ. 
ПРИМЕРЫ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ 
ДЛЯ ТЕЧЕНИЙ С РАЗРЫВНЫМ ПОЛЕМ СКОРОСТЕЙ 

Вышеупомянутые математические модели основаны на детальном 

описании газов посредством плотности функции распределения ча

стиц f (спектр частиц) в фазовом пространстве динамических пе
ременных одной частицы ( одночастичном фазовом пространстве), 
что является основой микроскопического описания вещества, восхо

дящего к Дж. К. Максвеллу [241]. Усреднение кинетических уравне
ний Больцмана, Смолуховского, Власова ( т. е. интегрирование обеих 
частей уравнения (1.3) по некоторому семейству мер µf3, (3 Е А, 
на множестве параметров w Е П) приводит к формальной (вообще 
говоря, незамкнутой) системе уравнений механики сплошной среды 

относительно неизвестных средних величин 

Uf3(x, t) = f f("')(x, t)µf3(dw), (3 Е А. 
!1 

Обычно меры µf3 выбираются так, чтобы интегралы в правой 
части уравнения (1.1) формально обращались в ноль на рассмат
риваемых множествах спектров частиц f (т. е. так называемые 
соотношения сохранения J S("')(f)µ{3(dw) = О), и тогда получается 

!1 
незамкнутая система законов сохранения механики сплошной среды 

для неизвестных и= {uf3}f3EA: 

дщ(х, t) ~ дF}fЗ) =О 
дt + ~ дх. , х Е IRп, 

j=l J 

t >О, (3 Е А. 

Относительно вектора потоков F = { F}f3)} делаются дополни
тельные (замыкающие) предположения, которые постулируют зави

мость F}f3) от набора и = {uf3}f3EA· Преимущество такого подхода 
связано, как правило, с конечномерностью вектора переменных и = 
{ Uf3}f3EA· В частности, таким образом получают систему Навье
Стокса в газовой динамике, систему Эйлера для несжимаемой жид

кости и т. п. [177, 178]. Следует отметить, что в некоторых случаях 
операторов столкновений S Больцмана-Смолуховского на решени
ях f уравнения (1.1) соотношения сохранения с течением времени 
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могут переходить в соотношения диссипации 

! s<w)(f)щз(dw) <о 
n 

даже при условии, что в начальный момент времени для функции 

f 1 t=O имеет место соотношение сохранения 

j s<"'JUlt=o)щз(dw) =о, 
n 

[36, 37, 40]. Явления такого вида будут рассмотрены в гл. 7 для ки
нетического уравнения Смолуховского, связанного с нелокальным 

уравнением Хопфа: 

а а 
дt и(р, t) + [и(р, t) - и(О, t)] др и(р, t) =О, р > О, t >о. 

В настоящей монографии основным математическим методом ис

следования перечисленных моделей является систематическое при

менение теории функциональных решений для систем законов со

хранения вида (1.1). Важно подчеркнуть, что рассмотрение столь 
разнородных задач становится возможным в рамках единого под

хода, основанного на использовании фундаментальных принципов 

создания моделей физических процессов - выполнении соотношений 

сохранения и диссипации, на которых основано взаимодействие эле

ментов физических систем. В этом ключе применяется и исследу

ется имитационное моделирование в задачах физической кинетики 

и механики сплошной среды. Одной из важнейших характеристик 

адекватности применяемых приближенных методов моделирования 

реальным физическим процессам служит установление соответствия 

принципов математического моделирования физическим принципам 

описания вещества. 

Другим важным моментом, определяющим необходимость при

менения теории функциональных решений законов сохранения, слу

жит наличие примеров, в которых отсутствуют классические, обоб

щенные и мерозначные решения в задачах физической кинетики 

и газодинамики. 

Уравнение Лиувилля - это одно из основных уравнений стати

стической физики для плотности функции распределения частиц f 
в фазовом пространстве х Е JR.n (х-пространственные координаты 
частиц). Уравнение Лиувилля имеет следующий вид: 

дf~~' t) + d~v(V(x)f) =О, 
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где V(x) Е 1Rn -поле скоростей частиц среды. Уравнение Лиувилля 
определяет статистическое решение f для динамической системы 

dx 
dt = V(x), 

когда начальные данные заданы плотностью распределения частиц 

по пространственным координатам 

f(x, О)= fo(x). 

Особенно интересен случай, когда поле скоростей V имеет раз
рывы. Тогда динамическая система, вообще говоря, не имеет клас

сических или обобщенных решений при начальных данных, со

средоточенных на разрывах поля скоростей, и существует только 

решение в смысле А. Ф. Филиппова [169], имеющее глубокую связь 
с функциональными решениями. 

Систематическое исследование гиперболических уравнений с раз

рывными коэффициентами было начато еще в работах И. М. Гель

фанда [66, 67]. Для случая разрывного поля скоростей частиц в ра
ботах Я. Б. Зельдовича и А. Д. Мышкиса [83, 84], из общих соображе
ний используются решения задачи Коши для уравнения Лиувиля. 

Эти решения описывают образование дельтообразных плотностей 

распределений числа частиц в координатном пространстве и разры

вы сплошной среды. Нетрудно убедиться, что полученные решения 

не являются ни классическими, ни даже обобщенными в смысле 

Соболева. 

Пусть скорость V ( х) имеет скачок: 

) { 
vo = const, х < О, 

V(x = 
v =о, х ~о, 

а начальная плотность f o постоянна в окрестности начала коор
динат х = О, где она принимает значение ] 0 . Тогда все частицы 
с отрицательной полуоси х Е JR переносятся к началу координат 
и там остаются навсегда. Так как за время t в начале координат 
х = О сосредоточится масса частиц tv0f 0 , то искомая плотность 
среды определяется выражением 

f(x, t) = fo(x) + tvof 0<5o(x), 

где <50 (х)-обобщенная функция Дирака, сосредоточенная в точке 
х = О. При этом предполагается, что значения времени t таковы, 
что произведение tv0 не выходит за границы носителя начальной 
функции f 0 . Описанное уплотнение вещества в виде.' меры Дирака 
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(конденсация в начале координат) может образоваться и для непре

рывного поля скоростей. 

Физическая интерпретация рассмотренной модели состоит в рас

смотрении пучка частиц, движущихся с постоянной скоростью вдоль 

оси <:.Jx в направлении начала координат х = О, где помещена 

мишень, на которой частицы мгновенно останавливаются. При

веденное решение относится к классу функциональных решений 

законов сохранения, и в следующем разделе приводится пример 

решения аналогичной задачи газодинамики для идеального газа 

в случае встречных пучков частиц, останавливающихся при лобовых 

столкновениях в начале координат. Построенное решение уравнения 

Лиувилля является функциональным решением, которое описывает 

явление конденсации частиц в начале координат. Исследованию 

функциональных решений для уравнений Лиувилля-Власова по

священа гл. 9. 
Такого рода задачи возникают в процессе математического мо

делирования массопереноса в ядерно-энергетических установках 

при наличии встречных потоков вещества (лазерный термоядерный 

синтез). Одним из важнейших направлений применения рассмот

ренных моделей для уравнений Власова-Лиувилля-Больцмана

Смолуховского с разрывными полями скоростей течения вещества 

является задача исследования процессов образования конденсиро

ванной материи в международном проекте физики высоких энергий 

СВМ ( Condensed Baryonic Matter), получаемой при столкновении 
встречных пучков частиц в ускорителе на тяжелых ионах. Сле

дуя [197], приведем общие положения физики высоких энергий, 
связанные с исследованием фазовых переходов, ведущих к образо

ванию конденсированной материи при лобовых столкновениях ядер 

в ускорителях тяжелых ионов. 

Исследование фазовых диаграмм сильно взаимодействующей ма

терии - одна из самых стимулирующих областей современной фи

зики высоких энергий [197]. Особый интерес вызывают фазовые 
переходы, которые, как ожидают, произойдут при высоких темпе

ратурах и (или) высоких барионных плотностях. Эти фазы играли 
важную роль в ранней Вселенной и, возможно, существуют в ядрах 

нейтронных звезд [270]. 
Открытие этого фазового перехода пролило бы свет на фунда

ментальные, но все еще не решенные проблемы квантовой хромоди

намики ( QCD), связанные с нарушениями симметрии. В частности, 
при высоких плотностях барионов можно ожидать возникновения 

новых фаз сильно взаимодействующей материи. Научное продвиже

ние этой захватывающей области при высоких плотностях барионов 
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Рис. 1.4. Фазовые диаграммы сильно взаимодействующего вещества как 
функция, связывающая температуру вещества и химический потенциал 

барионов. Результаты столкновений тяжелых ионов в фазовой диаграмме 

QCD (квантовой хромодинамики), рассчитанной по модели трехмерной 
гидродинамики (197] 

дают новые экспериментальные данные. Для исследования дина

мики сильно взаимодействующей материи, вдали от его нынешне

го основного состояния, лабораторные эксперименты выполняются 

при столкновениях ядер атомов при высоких энергиях. Условия 

в скоротечно существующей плазме, образующейся при столкно

вениях, отражены в распределениях испускаемых адронов. Вычис

ления в QCD при исчезающем бариохимическом потенциале и ко
нечной температуре предсказывают формирование кварк-глюонной 

плазмы при плотностях энергии более 1 GeV /fmЗ. Такие условия 
могут быть созданы в лобовых столкновениях между тяжелыми яд

рами уже при энергиях бомбардировки около 10 AGeV (см. рис.1.4). 

§ 6. НЕКОТОРЫЕ СПЕЦИАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
ГАЗОДИНАМИКИ, УРАВНЕНИЙ БОЛЬЦМАНА И СМОЛУХОВСКОГО 

Остановимся сначала на связи уравнений кинетики с уравнениями 

сплошной среды, следуя [48, 177, 178]. 
Проекционные методы в задачах физич:еской кинетики традици

онно связаны с изучением цепочки уравнений для моментов плотно-
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сти функции распределения частиц 

и;= (f,µi) def f f(""i)µi(dw), i Е N, 

!! 

где борелевы меры µi, i Е N, определяются характером макро
скопического описания системы. Как правило, эти меры связаны 

с соотношениями сохранения или диссипации, выполняющимися 

для оператора столкновений частиц. Классическая задача статисти

ческой физики - это исследование перехода от уравнения Больцма

на к уравнениям газодинамики (гидродинамики), проблема, восхо
дящая к работам Максвелла [116, 241]. В частности, центральным 
вопросом здесь является проблема замыкания моментной цепочки 

для решений уравнения Больцмана. 

где 

Пусть непрерывная функция Ф удовлетворяет условиям 

Ф(v,v1 ,q) = Ф(v',v~,q') ~О, 

\:/q Е Е2={qЕ1Rз: q2 =1}, v,v1Е1Rз, 

v' = v - q(v - v1, q)JR3 , v~ = v1 + q(v - v1, q)JR3 , 

q1 =-q, qEE2={qEJR3:q2 =1}. 

Это преобразование связывает скорости v, v1 молекул (имеющих 
одинаковые массы) до столкновения и их скорости v', v~ после столк
новения. Здесь (., . )JRз - скалярное произведение в пространстве JR3. 
Вектор q - это единичный вектор, соединяющий центры бильярд

ных шаров в момент столкновения. Якобиан этого преобразования 

столкновений бильярдных шаров в восьмимерном пространстве ра

вен 1 [88]. 
Рассмотрим кинетическое уравнение Больцмана 

дf(~ х, t) + div(vf(v, х, t)) = 
t х 

=! f Ф(v,v1,q)[f(v 1 ,x,t)f(v~,x,t)- (1.13) 

1Rз 2: 2 {qE1Rз: q2 =1} 

-j ( V, Х, t)j ( V1, Х, t)jdv1 dq. 

Умножим обе части этого уравнения на непрерывную функцию 

<р( v) и проинтегрируем по переменной v Е JR3, предполагая схо
димость всех получающихся интегралов на решении f. Учитывая 
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равенство единице якобиана столкновений, имеем: 

:t f epf(v,x,t)dv+d~v(f ep(v)f(v,x,t)dv) = 

= ~ f Ф{ ер+ epi - ер' - ep~}(f' f~ - f fi) dv dv1 dq, 
(1.14) 

где приняты обозначения 

f = f(t, х, v), f1 = f(t, х, v1), J' = f (t, х, v'), f{ = f (t, х, v~), 
ер= ep(v), epi = ep(v1), ер'= ep(v'), ер~= ep(v~), 

а интегрирование распространяется на все значения скоростей в од

ночастичном фазовом пространстве. 

Если функция ер равна одной из пяти функций ep(i), О ~ i ~ 4, 
(инварианты столкновений): 

ep(o)(v) = 1, ep(i)(v) = v(i), 1 ~ i ~ 3, ep(4)(v) = [v[2, 

3 

Vv = (v(l), v(2), v(3)) Е JR.3, v2 = L v(i)
2

, 
i=l 

то выполняется соотношение 

То есть для инвариантов столкновений правая часть соотноше

ния (1.14) обращается в тождественный ноль. Таким образом, неза
мкнутая, вообще говоря, система уравнений газодинамики, получа

ется интегрированием обеих частей уравнения Больцмана по пяти 

абсолютно непрерывным мерам, пропорциональным мере Лебега 

на v Е JR.3 с коэффициентами из инвариантов столкновений: 

µo(dv) = dv, µ;(dv) = v(i)dv, 1 ~ i ~ 3, µ4(dv) = Jvj 2 dv, v Е JR.з. 

Примем для удобства записей компактные обозначения для част-

ных производных 
а 

-
8 

=дх;· 
Xi 

В предположении достаточно быстрого стремления решения 

уравнения Больцмана (1.13) к нулю, когда v --+ оо, и, следУЯ опре
делению связи решения уравнения Больцмана с макроскопическими 

параметрами газа в {177, 178], интегрированием по перечисленным 
мерам получаем формальную систему уравнений газовой динамики: 

закон сохранения массы: 

3 

дtр + L дх; (pv;) = О, 
i=l 
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закон сохранения i-й проекции импульса: 

3 

дt(PVj) + L дх; (piiiVj + Pi,j) =О, 1 ~ i ~ 3, 
i=l 

закон сохранения энергии: 

где 

р = j f µo(dv), PVi = ! f µi(dv), 1 ~ i ~ 3, 

Rз Rз 

ре~~ ~ fµ4(dv) - {ii!
2

) , 
3 

е = - RT R = const > О, 
2 ' 

Pi,j= jcvi-vi)(щ-vj)fµo(dv), 1~i,j~3, 
Rз 

qi = ~ ! (vi - vi)(v - v)2 f µo(dv), 1 ~ i ~ 3. 

Rз 

В гидродинамике построенные средние величины называют .мак

роскопически.ми пара.метра.ми и интерпретируют следующим обра

зом: р-плотность массы вещества газа, v = (ii1,ii2 ,v3)-мaccoвaя 
(гидродинамическая) скорость, Т-абсолютная температура газа, 

3 
Р = ~ I: Pi,i - давление газа, е - внутренняя энергия единицы мac-

i=l 
сы газа, q - тепловой поток. Незамкнутость приведенной системы 

уравнений обусловлена тем, что не задана связь тензора напряжений 

Pi,j и вектора теплового потока q с макроскопическими величина
ми р, v, Т. 

При любом макроскопическом подходе к динамике газа прихо

дится постулировать (на основе экспериментов или иным способом) 
некоторые соотношения (так называемые определяющие уравнения) 
между величинами Pi,j и q с одной стороны, и р, v, Т- с другой. 

Широко приняты две следующие модели связей. 

1°. Модель Эйлера (идеальный газ) 

Pi,j = Pбi,j, Р = RpT, 1 ~ i,j ~ 3, 

qi = о, 1 ~ i ~ 3. 
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2°. Модель Навье-Стокса-Фурье (вязкий теплопровод
ный газ) 

3 

Pi,j = Pдi,j - µ(дx/Vj + дx/Vi) - Л L дхk Vkдi,j, 
Р = RpT, 1 ~ i,j ~ 3,. 

qi = -кдх,Т, 1 ~ i ~ 3, 

k=l 

где Л, µ - коэффициенты вязкости, к - коэффициент теплопровод

ности. Значения Л, µ, к могут быть функциями плотности р и тем
пературы Т, 8i,j - символ Кронекера. 

Несмотря на незамкнутость системы моментных уравнений 

для общего случая уравнения Больцмана, существуют частные 

классы решений в виде бегущей волны, для которых первые пять 

моментов в точности подчиняются моделям 1 °, 2°. 
Исследование моделей кинетики газов и условия перехода от ки

нетики к уравнениям газовой динамики восходит к Д. Гильберту, 

Т. Карлеману [88], и представляет предмет современных интенсив
ных исследований. 

Непосредственной подстановкой в уравнение Больцмана (1.13) 
убеждаемся, что его решением является бегущее лока.лъ~-юе макс

велловское распределение 

f(v, х, t) = const · ехр{-[х - v(t - to)] 2
}, v, х Е !Rз, t >О. 

Общий подход к выделению решений такого вида был предложен 

А. А. Никольским [126]. 
В этом случае в соответствии со сделанными определениями 

для макроскопических параметров газа выполняются тождества 

р = const lt - tol-3
, 

Т = const lt - tol- 2
, 

v = x(t - to)- 1
, 

q= о. 

ре= const lt- tol-5
, 

Данные функции удовлетворяют системам уравнений моделей 1 °, 
2° всюду, кроме момента времени t = to (решение В. С. Галкина [64]). 
То есть для выделенного класса решений уравнения Больцмана воз

можна ситуация, когда макроскопические параметры обращаются 

в бесконечность сразу во всем координатном пространстве IR3 . 

Эти особенности не являются локально суммируемыми, что тре

бует дополнительных построений при расширении понятия обобщен

ных решений по С. Л. Соболеву для систем 1°, 2°. 
В связи с введенными определениями макроскопических пара

метров полезно рассмотреть простейшую модель одномерного бес

столкновительного газа с приведенными выше примерами решений 
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уравнений газовой динамики. Предположим, что молекулы газа 

имеют одинаковые массы т > О и движутся вдоль оси (')х = JR 
без столкновений с постоянными значениями скорости v1 = vo ~ О 
либо v2 = -v0 ~ О. Тогда кинетическое уравнение для такого газа 

для функции распределения молекул по скоростям fi(x, t), i = 1, 2, 
представляет собой систему двух уравнений Лиувилля: 

{ 

:tfi + V1 :Xfi = 0, 

д д 
дtf2 + V2 OXf2 = 0, 

х, t Е JR, П = {1, 2}. 

На множестве состояний - скоростей частиц П - определим ме

ру µ соотношениями µ(w) = 1, ш = 1, 2. Тогда в соответствии 
с принятыми обозначениями имеем: 

р(х, t) = [!1 (х, t) + f2(x, t)]; 

р(х, t)v(x, t) = [v1f1 (х, t) + v2f2(x, t)]; 
1 

р(х, t)e(x, t) = 2l(vi - v(x, t)) 2 fi(x, t) + (v2 - v(x, t)) 2 f2(x, t)]; 

3 
е(х, t) = 2RT(x, t); 

1 
Р(х, t) = З[(v1 - v(x, t))2 fi(x, t) + (v2 - v(x, t)) 2 f2(x, t)]; 

1 
q(x, t) = 2[(v1 -v(x, t)) 3 fi(x, t) + (v2 - v(x, t)) 3 f2(x, t)]. 

Так как в силу этих соотношений на решении системы справедли

во тождество Р = (2/З)ре, то для рассматриваемой модели получаем 
стандартное уравнение состояния идеального газа Р = RpT - урав

нение Клапейрона-Менделеева. 

В соответствии с примером о сталкивающихся встречных пучках 

газа предположим, что в начальный момент времени t = О выполня

ются соотношения 

f1(x,O) = po(l - е(х)), f2(x,O) = ро(}(х), 

где р0 = const > О - начальная макроскопическая плотность газа; 

функция Хевисайда определяется соотношением 

(}(х) = 

В этом случае имеем: 

{ о, 
1, 

х <о, 

х ~о. 
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С учетом предположений о значениях скоростей 

для макроскопических параметров рассматриваемого газа получаем 

следующие функции: 

р(х, t) = { 2ро, 
ра, 

{
о, 

v(x, t) = - va, 
va, 

{ 
v5 

Т(х, t) = 3R' 
о, 

q(x, t) = О. 

lxl ( vat, 
lxl > vat, 

lxl ( vat, 
х > vat, 
х < -vat, 

lxl ( vat, 

lxl > vat, 

Эти функции удовлетворяют модели Эйлера 1 ° идеального газа, 
когда коэффициенты вязкости и теплопроводности равны нулю. 

Обратимся к известным классам решений уравнения Больцма

на. Отметим, что соотношения сохранения импульса и кинетиче

ской энергии, выполняющиеся при вышеупомянутых столкновени

ях молекул, позволяют выделить так называемое решение Макс

велла [177, 178] (локальное максвелловское распределение молекул 
по скоростям): 

( 
m )з/2 { m _ ~} 

fм(v,x,t)= 
2
7rkT рехр - 2kT(v-v) , 

куда входят так называемые макроскопические характеристики газа: 

v(x, t) -гидродинамическая скорость течения газа, р(х, t)-плот
ность газа, Т(х, t)- абсолютная температура газа. Величина 

k = 1.38 · 10-23 Дж/К 

- постоянная Больцмана, m > О - масса молекулы. Распределе

ние было получено Дж. К. Максвеллом в 1859 г. еще до появления 

уравнения Больцмана (1872 г.) для случая равновесных газов, ко

гда макроскопические характеристики v, р, Т не зависят от про

странственных координат х и времени t. При этом для давления 
газа Р выполняется соотношение Р = RpT (уравнение состояния 
Клапейрона-Менделеева), R = k/m - газовая постоянная. 
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Существует важный. случай локально-максвелловских реше

ний fм, когда макроскопические величины зависят от х, t. Тогда 

_ /З(t - to) 
v(x, t) = /3( )2 х, а+ t - to 

р(х, t) =с ( /3(7Г )2) з/2 ехр (- /За( /3 )2 х2) ' 
а + t - to а + t - to 

(1.15) 

1 
Т(х, t) = -2k_(_a_+_/3_(_t _--t

0
-)-2)' 

где а, /3, с - положительные постоянные. Нетрудно убедиться, что 

такая функция f м удовлетворяет уравнению Больцмана с произ
вольным характером столкновений молекул, задаваемым ядром Ф 

в операторе (1.5). Отметим, что для данного класса решений опе
ратор столкновений Больцмана (1.5) обращается в тождественный 
ноль. Если параметр а стремится к О, то указанные макроскопиче

ские газовые переменные р, Т, v переходят в решения В. С. Галки
на [64] для полной системы уравнений Навье-Стокса, см. также [93]. 

А. В. Бобылеву [13, 14] удалось найти важный класс автомодель
ных решений пространственно однородного уравнения Больцмана 

(пространственная однородность означает, что решение уравнения 

уравнения Больцмана f = f ( v, х, t) не зависит от пространственных 
координат х) для специального случая так называемых максвеллов

ских молекул, которые характеризуются выбором ядра Ф в операто

ре столкновений Больцмана (1.5) в виде 

Ф(v, v1, q) = G ( llv _ ~i llJRз (v - V1, q)JR3 ) ? О, 
где G - непрерывная функция. В этом случае решение А. В. Бобы

лева имеет следующий вид: 

f(v, t) = (27Гт)-3 2 ехр -- --v2 + -- , / 
( 

v
2 

) ( 1 -т 5т - 3) 
2т 2т2 2т 

1 

т = т(t) = 1- Оехр(-Лt), t? О, Л = f G(s)(l - s2
) ds, 

-1 

причем значения J(v, t) ? О, если выполнено ограничение 

о~ е ~ О.4, 

что соответствует физическому содержанию функции f. Метод по
лучения этого решения основан на преобразовании Фурье функции f 
в пространстве скоростей. 
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Данное решение является важным открытием в теории урав

нения Больцмана и весьма существенно для тестирования вычис

лительных алгоритмов, используемых при моделировании течений 

газов. 

На основе метода А. А. Никольского [126] в сочетании с вышеука
занным решением А. В. Бобылева получается содержательный при

мер решения уравнения Больцмана с оператором столкновений (1.5), 
отличным от тождественного нуля. Для максвелловских молекул 
примером такого решения служит функция 

!( ) = (-1 )312 (-[х - (t - to)v]
2

) х v,x,t 
2 

~ ехр 
пт 2т 

х (12~27 [х - (t - to)v]2 + 572; 3) ' 
т = т(t) = 1- Ое:х:р (- 2(t ~ to) 2), t ~О, 

1 

Л = / G(s)(1- s2)ds, о::( е:::::; 0.4. 
-1 

Следует подчеркнуть, что макроскопические газовые переменные 

в этом случае совпадают с решением В. С. Галкина [64] для системы 
Навье-Стокса с уравщшием состояния газа Р = RpT, и получаются 
из (1.15) приравниваем величины а к О: 

1 
v(x, t) = --х, 

t - to 
Ср 

р(х, t) = jt - tolз' 
Ст 

Т(х, t) = ( ) 2 , 
t - to 

где ер, ст - положительные постоянные, а соответствующие значе

ния вектора потока тепла q(x, t) равны О. 
Примером решения пространственно однородного уравнения 

Больцмана в случае ортогональных столкновений молекул с фа

зовым пространством v Е IR2 (двумерная плоскость) с оператором 

столкновений (1.7) (см. [63]) при интенсивности столкновений Ф = 1 
является функциональное решение в виде меры, состоящей из аб

солютно непрерывной компоненты с нестационарным максвеллов

ским распределением, и атомарной меры, эволюционирующей при 

t--+ +оо к мере Дирака до (dv): 

f(dv, t) = 1 
2 ехр (-~) dv + _t_80 (dv). 

п ( 1 + 2~) 1 + 271' 2п + t 

Приведенная формула описывает «перекачку» вещества из по

движной компоненты газа в неподвижную относительно системы 

2-5673 
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отсчета, связанной с центром масс системы частиц. Эта формула яв

ляется примером функционального решения задачи Коши для урав

нения (1.1 0 ), (1.7) при непрерывных начальных данных (распределе
ние Максвелла) [52, 56]. Очевидно, что для этого решения выполня
ются законы сохранения массы, сохраняется средняя кинетическая 

энергия, средний импульс равен нулю. Масса вещества в подвижной 

компоненте (совпадающая с вероятностью обнаружения частицы 

в подвижной компоненте газа) 

1 
p(t)=1+ t; 

27Г 

полная масса неподвижной компоненты (вероятность обнаружения 

частицы в неподвижной компоненте газа) равна t/(27Г + t); темпера
тура неподвижной компоненты равна нулю. При этом температура 

газа T 0 (t) сосредоточена в подвижной компоненте и растет с тече
нием времени по закону 

Т0 
( t) "' 1 + ..!__. 

27Г 

Выполняется уравнение состояния Клапейрона-Менделеева 

Р"' рТ. Давление газа на приведенном решении не зависит 

от времени Р = const. 
Рассмотрим примеры описания газа при помощи макроскопиче

ских параметров. Приведенный ниже пример лежит в основе постро

ения функционального решения полной системы газовой динамики 

для идеального газа с естественной вязкостью [214]. Рассмотрим 
одномерную систему газовой динамики в эйлеровых координатах 

( х Е IR - одномерная пространственная переменная, t - время), за

писанную в переменных р(х, t) -плотность газа, v(x, t) -гидродина
мическая скорость течения газа, Т(х, t) - абсолютная температура 

газа, Р - давление, е - удельная внутренняя энергия: 

д д 
дtР + дх (pv) =о, 

д - д -2 д д -
дt (pv) + дх (pv + Р) = дх (µ дх v), Р = RpT, 

а [ ( v2 ) ] а [ ( v2 ) а ] дt Р 2 + е + дх pil 2 + е + Pv - µv дх v 
3 

е = 2,RT, t >О, х Е IR1, 

где коэффициенты вязкости и теплопроводностиµ, к~ О являются 

физическими характеристиками среды, а R - газовая постоянная. 
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Следуя вычислениям [178, с. 224] для коэффициентов µ, к, отметим, 
что в случае локально постоянных по пространственной переменной 

х Е IR плотности и температуре справедливы следующие выражения: 

x+l 

µ(р, Т, х, t) = ~R / Т(х, t)p(x, t) dx, 
x-l 

x+l 

к(Т,р,х,t) = ~R / T 2 (x,t)p(x,t)dx, 
x-l 

где величина l(p, Т) > 0- длина свободного пробега молекул газа, 
считается «малым параметром» в системе газовой динамики. Дли

ной свободного пробега является средняя длина пути, проходимого 

частицей между двумя столкновениями. (В обычных газах, нахо

дящихся при нормальном атмосферном давлении, величина l имеет 
порядок 10-5 см.) 

При этом следует потребовать локальное постоянство подынте

гральных выражений для плотности и температуры на масштабе 

свободного пробега l. Введенные выражения позволяют обобщить 
формулы для коэффициентовµ, к, когда пространственный перенос 

приводит к не абсолютно непрерывным распределениям плотности 

вещества, рассмотренным в предыдущем разделе для уравнения 

Лиувилля в случае разрывных скоростей переноса вещества. Заме

ним в вышеприведенных формулах для коэффициентов абсолютно 

непрерывную меру р(х, t) dx на распределение в виде меры по про
странственной переменной p(dx, t): 

x+l 

µ(p,T,x,t) = ~R / T(x,t)p(dx,t), 
x-l 

x+l 

к(Т, р, х, t) = ~R / Т2 (х, t) p(dx, t). 
x-l 

Очевидно, что интегрирование по мере p(dx, t) в случае, когда 
мера р абсолютно непрерывная по мере Лебега, приводит к стан

дартным выражениям [178). Пусть при t = О заданы следующие 
начальные условия: 

v(x, О)= - sgn(x)v0 , Т(х) =О, 

р(х, О) = { Ро = const, 
о, 

х #о, 
х=О, 

Ро ;?: О, Vo ;): 0. 
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Прямыми вычислениями нетрудно убедиться, что в рамках опре

деления обобщенного решения С. Л. Соболева рассматриваемой за

даче Коши удовлетворяют следующие функции как распределения: 

v(x, t) = - sgn(x)vo, t ~о, х Е IR1, 

р(х, t) = {~~~арабо, ~: ~: t ~о, 

T(x,t) = { ;~, ~~О, 
о, х =1- о, 

t >о, 

t >о. 

Здесь 80 - обобщенная функция Дирака, сосредоточенная в точ~е 

х =о. 
Как и в предыдущем разделе, уравнение сохранениЯ массы 

для рассматриваемого поля скоростей превращает абсолютно непре

рывное распределение масс Plt=O в атомарную меру Дирака, со
средоточенную в начале координат. Это приводит к значительному 

влиянию коэффициента вязкости µ в окрестности точки х = О. 
Очевидно, что это решение удовлетворяет физическим законам 

сохранения массы, импульса, энергии. Оно соответствует модели 

динамики с разрывным полем скоростей из предыдущего раздела 

для потоков частиц, мгновенно останавливающихся в начале ко

ординат х = О. В начальный момент времени t = О, см. рис.1.5, 

два встречных пучка холодного газа при нулевой абсолютной тем

пературе, не вступая во взаимный контакт, встречаются в начале 

координат, где газ отсутствует. Дале~ при значениях времени t > О 
встречные пучки газа сталкиваются в точке х = О, и за счет 

вязкого трения µ > О в начале координат скачкообразно происходит 
интенсивный разогрев газа и там образуется «конденсат» частиц, 

описываемый в распределении плотности массы по пространству 

дельта-функцией Дирака. Очевидно, в момент времени t масса 

v(x)=v0 ~0 v(x)=-v0 :;;;0 

х=О 

область конденсации вещества 
при лобовом столкновении 
встречных потоков частиц 

Рис. 1.5. Столкновение встречных потоков газа 
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конденсата равна 2tv0 p0 и совпадает с массой газа, влетевшего со 

скоростью vo за время t с обеих сторон в точку х = О. 
Налетающий газ остается холодным в точках х =/. О. Холодный 

газ, поступая в начало координат, скачкообразно разогревается до 

температуры 

а увеличение внутренней энергии конденсата газа, сосредоточенного 

в точке х = О, происходит при этой фиксированной температуре 

за счет преобразования кинетической энергии влетающего в эту 

точку вещества в тепловую энергию конденсата. Описанный выше 

конденсат ведет себя аналогично черной дыре, помещенной в точку 

х = О, которая поглощает окружающую материю. 

Аналогичные явления имеют место в задачах физической ки

нетики, которые рассмотрим ниже. Важной спецификой, харак

теризующей этот класс математических явлений, является отсут

ствие непрерывности операторов, входящих в законы сохранения, 

в естественных нормах суммируемых функций, определяемых этими 

законами. Именно это служит основной причиной возникновения 

функциональных решений. 

Ниже рассматривается задача Коши для конечномерных и бес

конечномерных систем 

п 

дtfd"')(u,x,t) + LдxJ}"'\u,x,t)-f~~1 (u,x,t) =О, 
j=l 

w Е N, х Е IR, t > О, 
иlt=O = ио(х), 

(1.16) 

относительно вектора неизвестных и Е 1Rm. Рассмотрим простран
ство 

которое снабжено топологией произведения; функции 

предполагаются борелевыми отображениями. 

Отметим специфику бесконечномерного случая, принципиально 

отличающегося от конечномерного. А именно, бесконечномерные си

стемы могут иметь негладкие особенности при сколь угодно гладких 

начальных данных и постоянных коэффициентах в уравнениЯх [37]. 
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Этот эффект для систем (1.16) сугубо бесконечномерный, ибо конеч
номерные линейные системы таким свойством не обладают. 

Пример 1.1. Рассмотрим бесконечномерную линейную систему с по
стоянными коэффициентами 

ди; + _i_ диi+1 - О t >О х Е пъ1, . Е '"' 
дt i + 1 дх - ' ' "'" i "'· 

Такая система, например, получается из уравнения Больцмана 

для одномерного бесстолкновительного газа 

д д 
дtf(v,x,t)+ дx(vf(v,x,t))=O, v,xER, t>O. 

Если положить 

+оо 

ui(x,t) = i / vif(v,x,t)dv, i Е N, 
-оо 

то для функций и; получается вышеуказанная бесконечномерная си

стема. 

Подчиним начальные данные в задаче Коши для этой системы 

следующему требованию: 

и/t=а=ехр(iиь0)(х)), xER1, i=l,2, .... 

Функции 

Ui(x, t) = exp(iua(x)), х Е R1, t >О, i = 1, 2, ... , 

являются решением поставленной задачи Коши, если функция иа -
решение задачи Коши для скалярного квазилинейного уравнения 

ди0 (х, t) ( ) диа(х, t) _ 
0 дt + ехр иа дх - , t >о, 

с начальным условием 

Поскольку для решений этой задачи типичным свойством являет

ся возникновение особенностей при сколь угодно гладкой начальной 

функции и6°) [142, 224, 225), то таким же свойством обладает решение 
бесконечномерной задачи. 

Приведенный пример указывает на существование глубокой свя

зи бесконечномерных линейных систем (1.16) с конечномерными 

квазилинейными системами. 

Бесконечномерные полулинейные системы вида (1.16) могут воз
никать в процессе применения проекционных методов для уравнений 

физической кинетики. 
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Квазилинейные уравнения типа Хопфа типичны для кинетиче

ской теории коагуляции. Преобразование Лапласа уравнения Смо

луховского по массам частиц приводит в ряде случаев к интересным 

задачам для квазилинейных уравнений, к которым мы обратимся 

в гл.8. 

Ниже приведем примеры решений задачи Коши для простран

ственно однородного уравнения Смолуховского с различными интен

сивностями взаимодействия частиц системы Ф(х, у) и начальными 

данными ио ( х). 

Пример 1.2. Рассмотрим задачу Коши: 
х 

ди(х, t) 1 j 
~ = 2 Ф(х - у, у)и(х - у, t)u(y, t) dy-

o 
00 

- и(х, t) / Ф(х, у)и(у, t) dy, 

о 

ио(х) = и(х,О), 
где интенсивность взаимодействия частиц зададим следующим соот-

ношением: 

Ф(х,у)=х+у. 

Для решения этой задачи Коши используется преобразование Ла

пласа по массовой переменной х: 

00 

F(p, t) = / ехр(-рх )'Р(х, t) dx. 

о 

Соответствующее уравнение для функции F имеет вид 

дF(р, t) F(O t) дF(р, t) - 2F( t) дF(О, t) =О 
дt + ' др р, др . 

С учетом экспоненциальных начальных данных и(х,О) = ехр(-х) 
решение Головина [71-74] имеет следующий вид: 

и(х, t) = exp(-t) J1 ( (2xJ1 - exp(-t)) ехр(-х(2 - exp(-t))), 
xJ1 - exp(-t) 

х >о, t >о, 

где I1 -функция Бесселя. 

Пример 1.3. Если интенсивность взаимодействия частиц является 
мультипликативной функцией: 

Ф(х,у) = ху, 



40 Глава 1. Основные уравнения моделей физической кинетики 

то для образа преобразования Лапласа F функции xf(x, t), где /
решение уравнения Смолуховского, получаем нелокальное уравнение 

Хоп фа: 

дF(р, t) + [F( t) - F(O t)] дF(р, t) = О 
дt р, ' др . 

Для случая когда начальные данные в задаче Коши 

ио(х) = х- 1 ехр(-х), 

имеем [37): 

{ 

х-2г1 !2 11 (2хГ 1 /2 ) exp(-x(l + t)), 
их t -

( ' ) - х- 2г 112 11 (2хГ 1 / 2 ) ехр(-2хГ 112 ), 
о::::; t::::; 1, 

t ~ 1. 

Пример 1.4. Рассмотрим ядро Ф(х, у) = 1. Используя преобразование 
Лапласа по переменной х для начального условия 

ио(х) = ехр(-х), 
получаем автомодельное решение Мюллера [163, 251] задачи Коши для 
уравнения Смолуховского: 

и(х, t) = 
1 

2 ехр (-~). 
(1+~) 1+2 

Концентрация частиц в этом случае определяется выражением 

00 

n(t) = j и(у, t) dy = ~· 
1 + -

о 2 

Наряду с рассмотренными выше примерами классических ре

шений, для уравнений больцмановского типа возможны ситуации, 

когда существуют только функциональные решения, а классические 

и обобщенные решения отсутствуют. 

Предположим, состояния частиц описываются их массой 

о::::;; (JJ < оо, 

частицы при парных столкновениях гибнут с интенсивностью Ф = 1, 
но в то же время в системе действует постоянный источник частиц 

с интенсивностью q = 1. Для концентрации частиц uCw)(t) в системе 
имеем следующую задачу Коши: 

ди~:(t) = -u(w)(t) / u(w')(t)dw' + q(w), t >О, W Е JR+, 

R+ 

Считаем, что в начальный момент времени частицы в системе 

отсутствуют, т. е. ио =О. 
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Покажем, что данная задача Коши не имеет классических и обоб

щенных решений. Обозначим 

п(t) = f u("/)(t) dш'. 
JR+ 

Если предположить существование решения, то справедливо 

тождество 

Правая часть полученного тождества не зависит от ш, и, следова

тельно, величина n(t) равна +оо при любом t >О. Но тогда u(t) =О 
при t ;:::= О. Очевидно, полученная функция не является решением 

рассматриваемой задачи Коши. Но тем не менее это функциональное 

решение, которое является пределом аппроксимаций, основанных 

на замене бесконечных пределов интегрирования в интегральном 

члене на конечные с последующим устремлением их в бесконечность, 

что естественно с физической точки зрения при моделировании 

рассматриваемой системы. Такой же результат получается для при

ближений, полученных при решении неявной разностной схемы. 

Задача Коши для уравнения Смолуховского с постоянным ис

точником q = 1, постоянной интенсивностью слияния частиц Ф = 1 
и нулевыми начальными условиями полностью воспроизводит ре

зультат предыдущего примера, что можно установить аналогичными 

рассуждениями. 

§ 7. ДВЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ СТОЛКНОВЕНИЙ БИЛЬЯРДНЫХ 
ШАРОВ, ПРИВОДЯЩИЕ К РЕШЕНИЯМ УРАВНЕНИЯ БОЛЬЦМАНА 

Пусть частицы физической системы занумерованы натуральными 

числами 1 ~ i ~ N, N ;:::= 1. Каждому номеру i могут соответство
вать величины скорости vi Е 1Rn, где 1Rn -фазовое пространство 
рассматриваемой модели, п = 2, 3. 

Пусть значения времени t принимают дискретные значения 

tп = пт, п Е z+, т > 0. 

Частицы в момент времени tn могут участвовать в парных взаи
модействиях по закону столкновений бильярдных шаров: 

v' = V - q(v - V1, q)IRп, V~ = V1 + q(v - V1, q)IRп' 

'Vq Е ~2={qЕ1Rn: (q,q)IRп = 1}. 
(1.17) 
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Акты парных столкновений и изменение скоростей при столк

новении разыгрываются следующим образом. Рассмотрим множе

ство Л, состоящее из пар номеров частиц (i,j), 1 ~ i < j ~ N. 
В каждый момент времени tn разыгрываются независимые случай
ные величины 7Г(s)(tп) со значениями в множестве Л. При этом 
вероятность выбора пары 

равна 

Р { 7Г(s)(tп) = (i,j)} 

1 
с2 , 

N 
1 ~ s ~ Q(N), 

где величина Q(N) определяет количество повторных розыгрышей 
в данный момент времени. Возможные пары сталкивающихся частиц 

в момент времени tn выберем как значения набора 

накладывая дополнительное ограничение: если хотя бы один из но

меров, входящих в пару 7Г(s)(tn) при s ~ 2, входит в одну из пар 

(1) (t ) (s-1) (t ) 7Г п, ... ,7Г п, 

то для пары 7Г( 8 ) ( tn) закон преобразования скоростей ( 1.17) в момент 
времени tn не происходит. Тем самым исключаются многократные 
взаимодействия для каждой частицы в момент времени tn. 

Возможность преобразования скоростей для выбранных выше

указанным способом пар номеров сталкивающихся частиц опреде

лим розыгрышем совокупности независимых случайных величин 

'Т/i,j(tn), (i,j) Е Л, принимающих два значения: О и 1. Значение О 
означает запрет преобразования скоростей, а 1 ~наличие преобра
зования скоростей (1.17) для пары частиц с номерами ( i, j) в мо
мент времени tn. Розыгрыш этих значений подчиним следующим 
правилам. Значения случайной величины 'Т/i,j ( tn) задаются условной 
функцией распределения 

где 

P{rJi,j(tn) = 1} = Ф(vi,vj)т ~ 1, 

P{'Т/i,j(tn) =О}= 1- Ф(vi,vj)т, 
(1.18) 

~ заданная интенсивность столкновений частиц, которая предпо

лагается финитной функцией. Направление вектора q в формуле 

(1.17), который принадлежит единичной сфере в IКп, выбираем 
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на основе случайного розыгрыша точки, равномерно распределенной 

на указанной сфере. 

Если пара (i,j) Е д выбрана и значение 1'/i,j(tп) = 1, то 
значение векторов скоростей для выбранной пары преобразуется 

по закону (1.17). При этом значения скоростей остальных частиц 
в системе остаются неизменными. Если же 1'/i,j(tп) =О, то значения 
скоростей для всех частиц системы остаются неизменными. Ука

занная процедура выполняется для всех пар выбранных номеров 

последовательным перебором 

Пусть фазовое пространство скоростей 1Rп является объедине

нием непересекающихся ячеек Dv положительной лебеговой меры 
mes(Dv)· Рассмотрим числа заполнения ячейки Dv: 

Nv(tп) def L 1. 
i: viEDv 

Положим 

(t ) def (Nv(tn)) 
Uv,N п - mes(Dv)N' 

- это средняя концентрация частиц в ячейке Dv в момент времени tп 
(средняя относительная доля частиц системы из N частиц, имеющих 
скорость v в момент времени tп)· Среднее значение относится к неза
висимым реализациям описанного алгоритма. 

Тестирование этого алгоритма проводилось посредством срав

нения концентраций Uv,N(tп) с точными решениями А. В. Бобы
лева [13, 14] пространственно однородного уравнения Больцма
на (1.13). 

На рис.1.6 приведены результаты моделирования распределения 

частиц J(E, t) по кинетическим энергиям Е, вычисленные на основе 
приведенного алгоритма, и точное решение А. В. Бобылева (распре

деление частиц по энергиям для полного времени расчета t = 2). 
Параметры модели выбирались следующими: число частиц N, 

которые в начальный момент времени имеют распределение веро

ятностей, соответствующее точному решению А. В. Бобылева (од

ночастичная функция распределения зависит только от кинетиче

ской энергии частиц), равно 25 ООО. Фазовое пространство скоростей 
трехмерное. Промежуток времени выбора сталкивающихся пар ча

стиц (шаг по времени) равен т = 10-з. Число повторных испыта
ний для выбора сталкивающихся пар на одном шаге по времени 

Q(N) = 32 ООО. 
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3 4 5 6 7 8 9 10 Е 

-- начальное распределение частиц А. В. Бобьmева (t =О) 
- - - - точное решение А. В. Бобылева (t = 2) 
• • • результаты имитационного моделирования при t = 2 (одна история) 

Рис. 1.6. Тестирование имитационной модели на решении А. В. Бобылева 

Интенсивность столкновений в вычислительном эксперименте 

выбираем так, что Ф = 20, если кинетическая энергия Е каждой 
из сталкивающихся частиц не превосходит 106 . В противном случае 
полагаем величину Ф = О. Ячейки имеют вид сферических слоев 

в пространстве JR3 с центром в точке О, при этом толщина каждого 

слоя равна 10-2 . 

Результаты вычислительного эксперимента указывают на адек

ватность имитационного моделирования решению А. В. Бобылева. 

Аналогичные вычислительные эксперименты выполнены 

для пространственно неоднородной модели, где также получе

ны удовлетворительные результаты. Следует подчеркнуть, что 

в отличие от пространственно однородной модели в простран-
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ственно неоднородном случае функция Ф является вероятностью 

столкновения пары частиц в выбранной пространственной ячейке. 

Поэтому в формулах (1.18) в пространственно неоднородном случае 
вероятность взаимодействия пары частиц Ф( vi, vJ )т ~ 1 заменяется 
на вероятность Ф(vi,vJ), где 

О~ Ф(vi,vj) = Ф(v~,vi) ~ 1. 

Предполагается, что частицы взаимодействуют, когда их простран

ственные координаты различаются не более чем на заданный размер 

пространственной ячейки h > О. При этих изменениях во всей моде
лируемой системе в течение времени взаимодействия т разыгрывает

ся приведенный выше алгоритм столкновений для пространственно 

однородной модели. Далее частицы сдвигаются в координатном 

пространстве на расстояние, равное произведению скорости частицы 

на шаг по времени т. 

Приближение решения пространственно неоднородного уравне

ния Больцмана определяется формулой 

) 
def (Nv(tn, D~)) 

Uv,N(X, tn = (D ) (Dh)N, mes v mes х 

где D~ - шар радиуса h с центром в точке х в пространстве поло
жений частиц JR3 , mеs(D~)-объем этого шара, Nv(tn, D~)-количе
ство частиц системы, находящихся в момент времени tn в шаре D~ 
со скоростями в ячейке Dv· 

Сравнительный анализ проводился для макроскопических па

раметров газа, получаемых на основе точного решения простран

ственно неоднородного уравнения Больцмана и результатов имита

ционного моделирования. Для приведенных расчетов вероятность 

столкновения выбранных пар полагалась равной Ф = 1, если ки
нетическая энергия Е каждой из сталкивающихся частиц не превос
ходила 106 . В противном случае величина Ф полагалась равной О. 
Пространственная точка наблюдения выбиралась с координатами 

(-1, О, 0.5) Е JR3 . Полное время расчета t = 7.5. Число частиц в систе
ме 32000. На каждом шаге по времени в каждой пространственной 
ячейке Q(N) = 32 ООО раз подряд выбираются пары сталкивающихся 
частиц. При этом запрещаются повторные столкновения для но

меров, уже единожды участвовавших в розыгрыше столкновения 

на данном шаге по времени. В расчетах размер пространственной 

ячейки h полагался равным 0.3, а шаг по времени 
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п(t) 

0,1 

о 2 3 4 5 6 7 

Рис. 1. 7. График зависимости плотности газа от времени в точке на
блюдения с пространственными координатами (-1, О, 0.5). Точное реше
ние (непрерывный график) и результаты имитационного моделирования 

(точки, одна история) 

Рис. 1.8. График зависимости первой координаты гидродинамической 
скорости газа от времени в точке наблюдения с пространственными 

координатами (-1, О, 0.5). Точное решение (непрерывный график) и ре-
зультаты имитационного моделирования (точки, одна история) 
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Рис. 1.9. График зависимости второй координаты гидродинамической 
скорости газа от времени в точке наблюдения с пространственными 

координатами (-1,0,0.5). Точное решение (прямая v2 =О) и результаты 
имитационного моделирования (точки, одна история) 
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Рис. 1.10. График зависимости гидродинамической третьей координаты 
скорости газа от времени в точке наблюдения с пространственными 

координатами (-1, О, 0.5). Точное решение (непрерывный график) и ре-
зультаты имитационного моделирования (точки, одна история) 
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В течение всего времени проведения вычислительного эксперимента 

контролировалось выполнение закона сохранения полной энергии 

системы и ее полного импульса. 

Формулы для аналитических значений макроскопических пара-, 

метров газа на приведенных графиках (рис.1.7-1.10, непрерывные 

линии) имеют следующий вид: 

для концентрации газа 

( 
(21Г)-1 ) 

3
/

2 
( О.5х2 ) 

п(х, t) = 1 + (t - 2)2 ехр -1 + (t - 2)2 

для гидродинамической скорости 

t-2 
v(x, t) = 1 + (t - 2)2 х; 

где точка наблюдениях= (-1,0,0.5). 
При заданных пространственно-временных шагах с ростом числа 

частиц N результаты вычислительного эксперимента стабилизиру
ются к аналитическим зависимостя~ параметров газа. 

§ 8. ФАЗОВЫЕ ПЕРЕХОДЫ, ЗАДАЧА tТЕФАНА 
И ВЫРАЩИВАНИЕ КРИСТАЛЛОВ~ 

Успех в получении высококачествфнных полупроводниковых кри

сталлов, выращиваемых в космосе ,в специальных бортовых техно

логических установках, во многом зависит от наличия информации 

о параметрах процесса: положении, форме и динамике фронта кри

сталлизации в каждый момент времени. Так, например, при выращи

вании высококачественных монокристаллов из расплава необходимо 

выполнить ряд условий, одними из которых являются ограничения 

на градиенты температур и форму фазового фронта в кристалле. 

Контроль поля температур в реальной установке и ампуле с герма

нием - непростая задача из-за трудностей установки термодатчиков 

в германии и невозможности напрямую измерить параметры кри

сталлизации в ходе технологического процесса. Кроме того, для экс

периментов по выращиванию кристаллов в космосе, в условиях 

микрогравитации, невозможно провести предварительные наземные 

испытания для оптимизации параметров ростовой установки. Поэто

му чрезвычайно актуальным в этой ситуации оказывается матема

тическое моделирование, позволяющее определять и прогнозировать 

параметры процесса кристаллизации. 
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Одной из проблем, с которыми связано создание и эксплуатация 

реакторных установок с тяжелым жидкометаллическим теплоно

сителем (ТЖМТ) свинец-висмут или свинец, является проблема 
замораживания-размораживания в первом контуре. 

При замораживании, нагреве и охлаждении ТЖМТ в твердом 

состоянии конструкции могут претерпевать значительные механиче

ские воздействия, обусловленные несогласованностью перемещений 

объемов теплоносителя с перемещениями конструкций и соизмери

мостью механических свойств теплоносителя в твердом состоянии со 

свойствами конструкционных материалов. 

С целью максимального исключения подобных ситуаций в уста

новках предусматривалось постоянное поддержание контура в «го

рячем» состоянии, как теплом реакции деления, так и с помощью 

системы внешнего обогрева. Однако даже это не исключало вероят

ность замораживания контура в некоторых ситуациях. 

В связи с этим практически с первых шагов проектиро

вания установок проводились работы по обоснованию режимов 

замораживания-размораживания. Решение проблемы в основном 

шло по пути прямой экспериментальной отработки режимов на мо

делях, макетах, элементах оборудования и агрегатах в целом и изу

чения характеристик сплава. 

Большим стимулом к дальнейшему решению проблемы замора

живания-размораживания явились разработки установок новых по

колений, для которых ставилась задача снять многие ограничения, 

связанные с режимами кристаллизации. 

Очевидно, что большую помощь на этом пути также может 

оказать математическое моделирование таких процессов. 

§ 9. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ СТЕФАНА 

Пусть требуется найти И1 (х, t), И2 (х, t) -температуры в различных 
фазах вещества и поверхность Sт - фронт раздела фаз. Поверхность 

Sт является простой незамкнутой гладкой поверхностью. В качестве 

области определения независимых переменных х = (х1, х2, хз) и t 
берется область П х [О, Т], причем величины И1 (х, t), И2 (х, t) и Sт 
должны быть найдены из условий: 

а(Ип)И;' - 2: _!!___ (k(Ип)_!!_uп) =О, 
.. дх1 дхi 
i,J (1.19) 

п = 1,2, i,j = 1,2,3, 

где а(И), k(U) - коэффициенты, зависящие от свойств кристаллизу

ющегося вещества. Здесь следует заметить, что данные коэффици-
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енты не являются гладкими в общем случае и могут иметь разрывы 

первого рода. 

Иlt=O = <р(х), Иlav =О. 

[И]lsт =О. 

(1.20) 

(1.21) 

Условие (1.21) обозначает равенство температур И1 (х, t) и 
И2 (х, t) на линии фронта кристаллизации. Знак []обозначает скачок 
([И] = U 1 - И2 ). Кроме того, на границе раздела фаз выполнено 
условие Стефана 

дхi аи1 
1 аи2 1 Лр- = ki - - kz -

дt дхi Sт дхi Sт 
(1.22) 

где р - плотность вещества; Л - скры

тая теплота кристаллизации; k1 , k2 - ко

эффициенты теплопроводности в разных 

фазах вещества. 

Условие (1.22) является следствием 

закона сохранения энергии. Оно анало

гично условию Гюгонио для уравнений 

газовой динамики [141]. Функции И, k, с, р 
терпят разрыв на линии х = ~ ( t). За-

х пишем интегральный закон сохранения 

энергии для контура АА' ВВ' на фазо
Контур вой плоскости х, t (см. рис.1.11), считая, 
фазовой что линии АВ и В' А бесконечно близко 

плоскости х' t 
примыкают к линии разрыва х = ~ ( t) 

1.11. Рис. 

АА'ВВ' на 

соответственно справа и слева от нее. 

f 
АА'ВВ' 

Вдоль линии х = ~(t) имеем dx = Ddt, где D = e(t). Поэтому 
подынтегральное выражение равняется нулю, и, соответственно, 

получаем 

D[cpU] = [ k ~~] . 
Если р = const, то получаем классический закон Стефана, так 

как [с] = Ипл = >.., где Ипл - температура плавления. 
Задаче Стефана посвящена обширная литература, напри

мер [18, 20, 21, 115, 147]. Однако вопрос о существовании классиче
ского решения задачи Стефана для многомерного случая остается 

нерешенным до настоящего времени. Причинами этого, как уже 
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отмечалось выше, являются нелинейность задачи и отсутствие 

непрерывности коэффициентов а(И), k(U) на границе раздела фаз. 
Для численного решения задач такого типа очень эффективным 

оказывается введение понятия функционального решения. 

Перепишем уравнение (1.19) в следующем виде: 

д_ ~д(д-) -а(И) - ~ - -k(U) =О, 
дt .. дхj дхi 

~,з 

i,j=l,2,3. 

Здесь вместо функций И1 (х, t), U2 (x, t) используем U(x, t). 

(1.23) 

Тем самым, уравнение (1.19) рассматривается в форме закона 
сохранения (1.23), к которому применимы методы теории функцио
нальных решений. 

В работах [118, 147] построены разностные методы решения 
задачи (1.19)-(1.22), которые, однако, обладают рядом недостат
ков. Во-первых, для расчета по таким методам многомерных задач 

требуются очень большие аппаратные ресурсы и много времени. 

Во-вторых, такие методы либо позволяют рассчитывать некоторые 

интегральные характеристики процесса, например потенциал теп

лового поля, либо используют какое-то сглаживание разрывных 

коэффициентов уравнений. Поэтому они не позволяют вычислить 

с достаточной точностью положение фронта кристаллизации, что 

совершенно необходимо с практической точки зрения. 

Предлагаемое в гл. 2 расширение понятия решения (функцио
нальное решение) позволяет обосновать сходимость приближенных 

методов при наличии равномерной по параметру априорной оценки 

аппроксимаций в пространствах L~oc, 1 :( р :( оо. 



Глава 2 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ 

ЗАКОНОВ СОХРАНЕНИЯ 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ, ПРОСТРАНСТВА И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 

Определения и утверждения из общей топологии, используемые 

в данной главе, nриБедены в Дополнении (гл.10), а основные по
ложения теории функциональных решений соответствуют [52]. 

Пусть П - локально компактное сепарабельное метрическое про

странство, являющееся а-конечным относительно плотной борелевой 

меры µ, конечной па компактах, строго положительной на открытых 
множествах в П. (Борелева мера называется плотпоu, если 

µ(Е) = sup µ(К), 
E"JKEK 

где К - класс компактных подмножеств из пространства П.) Обо

значим символами dx и dt лебеговы меры на пространствах 

о 

соответственно; В - множество финитных ограниченных борелевых 

функций на топологическом произведении 

о 

В 00 
- бесконечно дифференцируемые по переменным 

о о 

функции из пространства В, производные которых лежат в В; 

Li0 c (А, v) - множество борелевых функций на множестве А, локаль
но суммируемых по борелевой мере v. Пусть на множестве 

определены отображения 
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где lJ = µ@dx ® dt. На множестве борелевых локально суммируемых 
по мере lJ функций 

М = {и Е Li
0
c(Q, !J): иl(x,t)ERпxR{ Е D, 

(fj о и) Е Li0 c(Q, !J), О~ j ~ n + 1} 

рассматривается система интегральных уравнений относительно 

неизвестной переменной и Е М 

J [(fo о и)дtg + tuj о и)дхj9 + Uп+1 о u)g]1J(dQ) + 
Q J=l 

+ J 9lt=oUo о uo)lt=o1Jo(dQo) =О, Vg ЕВ 00
, 

Qo 

(2.1) 

где мера //о = µ @ dx, иа - заданная функция из множеств~ 

Li0 c(Qo, 1Jo) такая, что суперпозиция (fo о uo)lt=O принадлежит мно
жеству Li0 c(Qo, 1Jo). Система соотношений (2.1) служит для опреде
ления обобщенного решения и Е М задачи Коши 

J( ) def дfciw)(u,x,t) + ~ дfJw\u,x,t) -!("') ( t) =О 
U д L.J д п+l и, Х, , 

t j=l Xj 

w Е П, х Е IRщ t > О, 
иlt=O = иа, UJ Е П, х Е IRn· 

(2.2) 

(2.3) 

Наиболее содержательное описание класса корректности 

для этой задачи получено в [96, 97, 99], когда cardП = 1. Для 
случая card П > 1 понятие обобщенного решения, определяемого 
системой соотношений (2.1), является стесняющим с точки зрения 
обоснования корректности задачи и вычислительных методов. 

Предлагаемое ниже расширение понятия решения (функциональные 

решения) позволяет обосновать сходимость приближенных методов 

при наличии равномерной по параметру априорной оценки аппрок

симаций в пространствах L1°c, 1 ~ р ~ оо. Обозначим ё векторное 
пространство, состоящее из линейных комбинаций 

п 

Fg,g1 = L fjдxj9 + !п+19 + ug1, и Е D, 
j=O 

def t 
Хо=' 
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о о 

с произвольными функциями g Е В 00
, g1 Е В. Для каждого вектора 

F Е ё определим операторы 7r, n0 , n1 следующими соотношениями: 

n(F) def Fg,o, 

7r1(F) def gJt=ofolt=O + g1Jt=ou, 

no(F) = n1 (F9 ,o). 

(2.4) 

Пусть ё,+ ={/}-пространство, алгебраически сопряженное к ё 
(ё,+ по определению состоит из конечных линейных функционалов 
на линейном пространстве ё). На ё,+ зададим топологию а(ё,+, ё) 
посредством системы полунорм {р F} FЕё., где 

PF(l) = Jl(F)J Vl Е ё,+, F Е ё. 

Топологическое пространство ё,+, а(ё,+, ё) локально выпуклое, ха
усдорфово. В указанной топологии каждое отображение l ~ l(F), 
l Е ё,+, непрерывное (здесь переменными являются l, а произвольные 
значения F Е ё фиксированы). Это следует из определения этой 

топологии, см. дополнение, § 6. 
Ниже существенно используется критерий из теоремы 10.5 

для относительной компактности множеств в построенном таким 

образом топологическом пространстве ё,+, а(ё,+, ё): 

SUPPF(l) < оо, 
!EG 

для каждого элемента F Е ё. 

(2.5) 

Рассмотрим вложение множества М в пространство ё, +, которое 
определим формулой 

Vu ЕМ: 'и~ lu Е с;+, lu(F) def J (F о u)v(dQ), F Е ё. (2.6) 

Q 

Следует отметить, что интеграл в правой части этой формулы 

для функций и Е М конечный, так как в силу финитности пробных 

функций g и g1, входящих в F, интегрирование распространяется 
лишь по компактному носителю этих функций. Таким образом, инте

гралы от слагаемых, которые составляют подынтегральное выраже

ние в (2.6), конечны из-за их локальной суммируемости, обусловлен
ной требованиями на класс М и ограниченностью пробных функций 

g,g1 . Итак, каждый функционал lu, задаваемый формулой (2.6), 
принадлежит пространству ё, +. 

Лемма 2.1. Вложение (2.6) мономорфно на классах эквивалентно
сти функций из класса М, совпадающих почти везде на множестве Q 
относительно меры v. 
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О Предположим, что борелевы функции и~ и и2 не совпадают 

на множестве Е, имеющем положительную меру v(E). В силу плот
ности меры µ и мер dx, dt, произведение v = µ 181 dx 181 dt также явля
ется плотным, а значит, существует компактное множество К С Е 

положительной меры v(K) > О. Положим 'Р = sgn(ui - и2). Тогда 
справедливо соотношение 

! Иi'PXKV (dQ) -f ! U21.Pxкv (dQ), 
Q Q 

где хк -характеристическая функция множества К. Поскольку 
о 

i.p, Хк Е В, то на векторе Fo, 91 , 91 = 'РХк функционалы lui и lu2 

не совпадают, так как 

(lu 1 - luJ(Fo,91 ) = f \и~ - u2\v (dK) >О, 
к 

следовательно, функции и 1 и и2 могут не совпадать лишь на множе
стве меры нуль. Лемма доказана. 8 

Обозначим [М] замыкание образа вложения (2.6) множества М 
в пространство {С:+, а (С:+, С:)}. На множестве [ М] рассмотрим инду
цированную тихоновскую топологию а( с:+, С:) (в которой открытыми 
множествами служат пересечения элементов системы а(С:+, С:) с мно
жеством [М]). 

Аналогичным способом вложим множество начальных дан

ных М0 , состоящее из функций ио, которые вместе с суперпозициями 

(fo о uo)\t=O принадлежат пространству Li0 c(Q0 , vo), в простран
ство c:t, являющееся алгебраически сопряженным к векторному 
пространству 

def ( ) С:о = ?Г1 С: · 

При этом считаем, что на пространстве c:t введена топология 

a(C:t, С:о), задаваемая множеством полунорм {p~)}FEc' где 

Соответствующее вложение множества М0 в ёсi осуществляется 
отображением 

\/ио Е Мо: ио 1-+ l~~ Е c:t, 
z~o)(F) def ! (1Г1(F) о uo)vo(dQo), F Е С:. 

Qo 
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Свойство его мономорфности формулируется и доказывается так 

же, как в лемме 2.1. На образе этого вложения множества М0 
в пространстве c:t введена топология a(C:t, ё0 ). 

Если функция и ЕМ является решением задачи (2.1) (т. е. обоб

щенным решением задачи Коши (2.2), (2.3)), то равенства (2.1) 
эквивалентны соотношениям 

lи(1Г(F)) + l~~\1Гo(F)) =О, 'VF Е ё. (2.7) 

Определение 2.1. Элемент l Е [М] назовем фуккv,ио't-tаЛ'Ь'li'ЫМ ре
шекие.м уравнения (2.2) с начальным условием ио Е М0 , если 
для каждого элемента F Е ё справедливо равенство 

l(1Г(F)) + l~~)(no(F)) =О. (2.8) 

Назовем классом однозначной разрешимости задачи (2.1), (2.2) 
такое подмножество US С [М] С с:+, что каждому начальному дан
ному и0 Е М0 соответствует только одно функциональное решение 
этой задачи, принадлежащее подмножеству И S. 

В дальнейшем вместо соотношений (2.1)-(2.3), (2.7) рассматри
вается задача (2.8) относительно неизвестной l Е [М]. 

Будем говорить, что задан приближенный метод решения зада

чи (2.8), обозначаемый АМ, если указан выбор параметрического 
семейства элементов во множестве М: 

а f--+ Ua Е М, а Е А, 

где А - множество параметров приближенного метода, например, 

шаги разностной схемы, параметры вязкости и т. п. Приближенный 

метод АМ назовем регулярным, если выбор обобщенной последова

тельности { иа}аЕА сделан на основе решения семейства уравнений, 
заменяющих (2.2), 

а Е А, 

и область определения совокупности операторов {Ja}aEA содержит 
множество V С М, плотное в топологии Li0 c во множестве определе
ния U(V С И СМ) оператора J из уравнения (2.2). Предполагается, 
что для каждого элемента v Е V справедливо соотношение 

limJa(v) = J(v) 
Oi 

всюду на Q, где предел рассматривается на направленном множе
стве А параметров метода АМ. 
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Ниже вместо термина «регулярный метод» иногда будем пользо

ваться термином «метод» (там, где это не вызовет недоразумений). 

Определение 2.2. Функциональное решение l Е [М] назовем регу
л.ярнъ~.м, если оно является пределом последовательности аппрокси

маций, задаваемых регулярным методом. 

Определение 2.3. Регулярный метод .АМ слабо аппроксимирует 
задачу (2.8), если можно указать заданную этим методом обоб
щенную последовательность приближений иа Е М, для которой 

значения невязки 

стремятся к нулю при каждом F Е Е на направленности парамет
ров А. Назовем регулярный приближенный метод АМ равномерно 

слабо аппроксимирующим задачу (2.8), если невязка стремится к ну
лю при всех значениях ио Е Мо на общей для этой совокупности 

направленности параметров А. 

Определение 2.4. Метод АМ сходите.я, если он определяет сходя
щуюся в пространстве [М], а(Е+, Е) обобщенную подпоследователь
ность {lu"n }, пределом которой является функциональное решение 
задачи (2.8). 

Определение 2.5. Назовем метод АМ слабо,устоu-ч,ивъ~.м, если 

sup 
е>ЕА 

\ f guav(dQ)\ < оо, 
Q 

о 

g ЕВ. (2.9) 

Метод назовем равномерно слабо устойчивым, если соотноше

ние (2.9) имеет место сразу для всех начальных данных и0 Е М0 
на общей для этой совокупности направленности параметров А. 

Замечание 2.1. В силу теоремы Банаха-Штейнгауза (теоре

ма 10.13), условие устойчивости (2.9) эквивалентно следующей 
равномерной оценке приближений Ua в пространстве Li0 c(Q, v): 

sup / lиalv(dQ) < оо, 
аЕА 

к 

выполняющейся на каждом компакте К С Q. 

D Действительно, условие устойчивости (2.9) на пробных функци
ях g с фиксированным носителем, сосредоточенным на компакте 
К, означает слабую ограниченность семейства { иа}аЕА, что экви
валентно его ограниченности. Утверждение доказано. 8 
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Лемма 2.2. Для методов, основанных на решении однородных ли
нейных разностных схем, необходимым условием выполнения нера

венства (2.9) является спектральный признак устойчивости Нейма
на, приводящий к условиям Куранта, Фридрихса, Леви [70]. 

О Рассмотрим решение разностной схемы в виде 

Ua(X, t) = ).[t/т] (a)vh(x), 0:;:;; t:;:;; Т, ХЕ ~п' 

а= (т, h), llvhlloo = 1. 

Условие устойчивости разностного метода с учетом замечания 2.1 
приводит к оценке 

т 

s~p J jЛ(a)jft/т1dt < оо, 
о 

выполняющейся на каждом отрезке времени О :;:;; t ~ Т. Таким 
образом, 

[Т/т] 

sup т L IЛlj =с< оо. 
О<т<то j=O 

(2.10) 

Убедимся, что точки спектра Л( а) оператора перехода разностной 

схемы необходимо удовлетворяют неравенству 

при О< т <то и постоянной с1 , не зависящей от т0 . Действительно, 

предположим, что последняя оценка не имеет места, т. е. существует 

монотонно убывающая последовательность значений т m --+ О такая, 

что для соответствующих значений Am выполняется неравенство 

значит, 

IЛml?: 1 + ттm, т?: то, 

[Т/тm] l 
Tm L IЛmlj;?: 2[Т/тm](1 + ттт)l/Z[Т/тт]?: 

j=O 

1 ?: 2[Т/тm](1 + тотт)l/Z[Т/тm], т;?: т0 . 

Но тогда 
[Т/т] Т ( Т) 

sup т L IЛlj?: -ехр m~ , 
О<т<то j=O 2 

с произвольным натуральным т0 , что влечет неограниченность 

правой части последнего неравенства. Это противоречит условию 

(2.10). Лемма доказана. 8 
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§ 2. СХОДИМОСТЬ В ЦЕЛОМ 
ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ 

Эффективность понятий, введенных в § 1 гл. 2, обусловлена про
веряемостью условий их применения в конкретных задачах и воз

можностью доказательства существования в целом функциональных 

решений, являющихся предельными то~ками методов со свойствами 

слабой аппроксимации и слабой устойчивости, а также обоснованием 

наличия классов однозначной разрешимости задачи Коши. 

Теорема 2.1. Пусть регулярный метод АМ слабо аппроксимирует 
задачу (2.8) и является слабо устойчивым. Тогда он сходится к функ
циональному решению задачи (2.8). Если метод является равномерно 
слабо аппроксимирующим и равномерно слабо устойчивым, то мож

но указать класс однозначной разрешимости и по нему построить 

класс корректности задачи (2.8) И S такой, что на некоторой направ
ленности параметров метода аппроксимации сходятся к точкам из 

US сразу при всех начальных данных из множества М0 . При этом 

класс корректности задачи (2.8) может быть задан произвольным 
компактом К С US в топологии, индуцированной а(С:+, С:) на US, 
при начальных данных, принадлежащим множеству, которое порож

дает функциональные решения в компакте К. 

О В силу требования слабой аппроксимации, существует последо

вательность приближений Ua по методу А:М:, для которой невязка 

ба(F) стремится к нулю на направленности параметров А данного 

метода. Так как справедливо представление 

l~~ (F) = l~0l (по(F9 , 9 ,)) + l~~ (п1(Fо,91 )), 
lt=O lt=O lt=O 

то на этой последовательности величины 

sup Jlua(п(F))J < оо 
а:ЕА 

при каждом F Е С:. Сочетая эти неравенства с условием слабой 

устойчивости метода, заключаем, что 

sup рр(lи"') < оо, F Е С:, 
а:ЕА 

т. е. выполняется условие теоремы 10.9, совпадающее с (2.5), что 
обеспечивает относительную компактность множества приближений 

{lиа}а:ЕА в пространстве [М], а(С:+,С:). Итак, имеется сходящаяся 
обобщенная подпоследовательность {Z(/3)} С {lиа}· Предел этой 
обобщенной подпоследовательности l принадлежит множеству [М]. 
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Поскольку отображение 

l f--t l(F) Е R, VF ЕЕ, 

непрерывно на (М], а, то, переходя к пределу в выражении 
для невязки с учетом ее стремления к нулю, устанавливаем, что 

указанный предел l Е [М] является функциональным решением 
задачи (2.8). 

Перейдем ко второй части утверждения теоремы. Для этого 

рассмотрим тихоновское произведение топологических пространств 

{ё.+,а(ё.+,ё.)}, взятых Мо раз (Мо-совокупность начальных дан
ных), которое обозначим {ё,+, а}м0 • В силу требований равномерной 
слабой аппроксимации и равномерной слабой устойчивости (в со
ответствии с доказательством первой части теоремы), аппроксима

ции при каждом фиксированном начальном условии u0 находят

ся в бикомпактном подмножестве пространства { f, +, а}. По тео
реме А. Н. Тихонова о произведении бикомпактов (теорема 10.8), 
совокупность аппроксимаций при всевозможных начальных дан

ных из совокупности М0 принадлежит бикомпактному подмноже
ству в { ё,+, и }м0 • (Здесь существенно используется наличие общей 
для всех начальных данных направленности параметров метода, 

на которой выполняются условия теоремы 2 .1.) Далее выбираем в ти
хоновском произведении из совокупности аппроксимаций обобщен

ную сходящуюся подпоследовательность. Поскольку тихоновская 

топология есть топология поточечной сходимости (где аргументами 
служа'!;' начальные данные М0), то дальше повторяются рассужде
ния первой части доказательства. Таким образом, для каждого на

чального условия из совокупности Мо построено однозначно функ

циональное решение задачи, являющееся пределом аппроксимаций 

по некоторой общей для всех начальных данных направленности 

параметров метода. Очевидно, тем самым построен искомый класс 

однозначной разрешимости задачи Коши. 

Отметим, что по построению начальные данные в задаче (2.8) 
непрерывно зависят от функционального решения в тихоновской 

топологии. Таким образом, на каждом компакте в классе однознач

ной разрешимости И S, снабженном индуцированной тихоновской 
топологией, имеется непрерывное взаимно однозначное отображение 

на множество начальных данных. Образ указанного компакта явля

ется компактом во множестве nачальных данных. Следовательно, 

применима в этом случае теорема 10. 7 о гомеоморфизме, обеспе
чивающая непрерывность обратного отображения из построенного 

компакта во множестве начальных данных в класс однозначной 
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разрешимости. Тем самым построен искомi.ш--класс корректности. 

Теорема доказана. 8 

Замечание 2.2. Регулярное функц:и:онаЛьное решение однозначно 

отождествляется с лок№ьно суммируемой функцИ:ей и Е L].0 c. 

О Действительно, регулярное функциональное решение является 

пределом последовательности элеменwв множества М в топологии 

а(С:+, С:) при вложении (2.6), задаваемой по 9пределению 2.1 регу
лярным ме1;:рдом. Значит, существует последовательность Un Е М, 

п Е N, для которой 

Но в силу определения функционального решения l справедливо 
равенство 

о о 

g Е В 00
, 91 Е В · 

Так как пространство Li0 c слабо полно [183], то существует 
элемент и Е Li0 c такой, что 

lim f g1unv(dQ) = f g1uv(dQ), 
n--+oo 

Q Q 

и, следовательно, 

l(Fo,91 ) = j g1uv(dQ), g1 ЕВ, 
Q 

l(Fg,gi) = l(Fo,9J - t6°)(1Гo(F9 , 91 )), 
о о 

g Е В 00
, 91 Е В · 

(2.11) 

Посредством этих соотношений регулярные функциональные ре-

шения отождествляются с элементами пространства Li0 c. 8 

Замечание 2.3. Если последовательность un, п Е N, задаваемая 
регулярным методом, слабо сходится в пространстве Li0 c к функции и, 
и при этом значения невязки l>п, соответствующие этой последователь
ности, стремятся к нулю при п --+ оо, то слабый предел и является 

регулярным функциональным решением задачи (2.8) в смысле фор
мулы (2.11), приведенной в замечании 2.2. 

О Это утверждение является прямым следствием теоремы 10.13 
Банаха-Штейнгауза об ограниченности слабо ограниченных мно

жеств и замечания 2.2. 8 

Замечание 2.4. Топология {ст( с+, с)} сильнее топологии слабой схо
димости В Li0 c ( Q, //). 
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Замечание 2.5. Отождествление (2.11) регулярных функциональных 
решений с функциями позволяет вычислять интегральные средние 

неизвестной, но в то же время ее нелинейные суперпозиции, вообще 

говоря, не являются слабыми пределами нелинейных суперпозиций 

приближений метода, т. е. существуют функциональные решения, ко

торые не являются обобщенными в смысле С. Л. Соболева. 

О Данное утверждение иллюстрируется методом, основанным на ре

шении разностной схемы Эйлера для задачи Коши в случае обыкно

венного дифференциального уравнения с разрывной правой частью 

du 
dt = f(u), 

f(u) = { -11, 

t > О, и(О) = ио, 

и~ о, 

и< о. 

(2.12) 

• 
Приближенный метод Эйлера определим посредством соотноше-

ний 
Uh(t + h) - Uh(t) _ f( ( )) 

h - Uh t ' t ~о, 

uh(t) = ио, О ~ t < h, h > О. 

Решение задачи Коши (2.12) в классическом смысле существует 
лишь до момента попадания его на точку разрыва функции f. 
Далее это решение не может быть продолжено как классическое 

либо обобщенное. Приближение, задаваемое методом Эйлера после 

момента времени tc попадания его на точку разрыва функции f, 
вычисляется по следующим формулам: 

2nh ~ t < (2n+ l)h, 
(2п + l)h ~ t, t > tc· 

Очевидно, что метод Эйлера является регулярным, он равномер

но сходится, его невязка слабо стремится к нулю и, таким образом, 

функция u(t) = О, t ~ О, в силу замечания 2.3 является регуляр
ным функциональным решением задачи Коши (2.12) с начальным 
условием и(О) = О. Непосредственной проверкой убеждаемся, что 
это решение удовлетворяет определению А. Ф. Филиппова [169]. При 
этом последовательность суперпозиций (f ouh), h >О слабо сходится 
к нулю, когда h---+ О, но в то же время (f о и) = 1. 

Указанный пример служит отражением глубокой связи решений 

А. Ф. Филиппова для обыкновенных дифференциальных уравнений 

с разрывными правыми частями и регулярных функциональных 

решений, которую установим ниже. 
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§ 3. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СХОДИМОСТИ 
ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ ДЛЯ ОДУ 

Следуя [169], воспроизведем некоторые обозначения, определения 
и формулировки теорем, позволяющие связать функциональные 

решения для систем обыкновенных дифференциальных уравнений 

(ОДУ) с определением решения А. Ф. Филиппова в [169]. 
Рассматривается система обыкновенных дифференциальных 

уравнений 

du 
dt = f (t, и), и= ( u(l), и(2), ... , и(п)) Е 1Rn, 

(2.13) 
f = (f{l), f( 2 )' · • • 'f(n)) Е 1Rn· 

Будем считать, что фазовое пространство IRn снабжено евкли
довой метрикой, через Uu(б) обозначим замкнутый шар радиуса 

б > О с центром в точке и Е 1Rn, выпуклое замыкание множества 
Е обозначим conv Е. Положим 

М{<р(и)} = limvrai max <р(и'), 
О-+0 и'ЕИ"(о) 

m{<р(и)} = limvrai min <р(и'), 
б---+0 и'ЕИ"(б) 

(2.14) 

где операции существенного максимума и минимума применяются 

к скалярной функции rp относительно меры Лебега du на 1Rn. 

Определение 2.6. Вектор-функция и(.), определенная на интер
вале (t1, t2), называется Ф-решепие.м (решением А. Ф. Филиппо
ва [169]), если она абсолютно непрерывна и если при почти всех 
t Е (t1, t2) значения 

dи n n def dt Е convf(t,Иu(t)(б)\N) = K{f,u(t)}. 
o>Od"(N)=O 

(2.15) 

Эквивалентную формулировку понятия Ф-решения дает следую

щее определение. 

Определение 2.7. Вектор-функция и(.), определенная на интер
вале (t1, t2), называется Ф-решепие.м уравнения (2.13), если она 
абсолютно непрерывна и если при почти всех t Е (t1, t2) при любом 
выборе ортогональной системы координат в пространстве IRn 

() du(i) () 
m{f" (t,u(t))}::::;; dt ~ M{f i (t,u(t))}, i = 1,2, ... ,п, (2.16) 

где j(i) -правые части системы уравнений (2.13), которая соответ
ствует выбранной ортогональной системе координат. 
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Равносильность обоих определений Ф-решения установлена 

в [169] на основании следующей леммы. 

Лемма 2.3. Для того чтобы абсолютно непрерывная вектор

функция и(.) являлась Ф-решением уравнения (2.13) в смысле опре
деления 2.5, необходимо и достаточно, чтобы почти при всех t для 
каждого вектора v Е 1Rn выполнялось неравенство 

(~~,v)JR ::::; M{(f(t,u(t)),v)JRп}. 
п 

(2.17) 

Сравнение Ф-решений с другими определениями решений си

стем обыкновенных дифференциальных уравнений (классически

ми, по Каратеодори, Розенталю, Викторовскому и др.) проведено 
А. Ф. Филипповым [169], см. также [25, 195, 255]. 

Вопросы предельного перехода в дифференциальном уравнении 

рассмотрены в теореме 3 работы [169]; мы ниже несколько изменим 
эту теорему для целей настоящего исследования. 

Теорема 2.2. Пусть последовательность абсолютно непрерывных 
функций {Uk}kEN при t 1 ::::; t ::::; t2 содержится в замкнутой огра
ниченной области D С 1Rn и удовлетворяет соотношениям 

duk(t) -;Jt = fk(t, Uk(.)) + qk(t, Uk(.)), k = 1, 2, ... , (2.18) 

с измеримыми правыми частями. Пусть операторы 

fk(t, .), qk(t, .), k Е N, 

определенные на множестве непрерывных функций C[ti ,t2 ], таковы, 

что на каждом компактном в топологии пространства C[ti ,t2 ] семей

стве G имеют место соотношения 

'V8 >О 3ko(8,G): 'Vk;:;:, ko, 'Vu Е G: 

fk(t, и(.)) Е n convf(t, Иu(t)(8)\N), 
du(N)=O 

t2 

llq(t)llRп ::::; 'l/Jk(t), ! 'l/Jk(t) dt::::; О, 
ti 

и при этом справедливы неравенства 

llJllJRп ::::; const, sup llfkllJRп ::::; const, 
kEN 

где f ~правая часть системы (2.13). Тогда: 

(2.19) 

(2.20) 

О) приближения { uk}kEN образуют компактное семейство в про
странстве C[t1 ,t2 ]; 
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1) предельная функция и любой равномерно сходящейся при k ____, 
оо подпоследовательности приближений Uk есть Ф-решение 

системы (2.13). 

О Свойство компактности семейства { Uk} kEN очевидно. Пусть после
довательность Uk сходится к и равномерно на отрезке [t1, t2]. Значит, 
для заданного положительного числа б > О существует такое k(б), 
что при k ~ k(б) выполняется неравенство 

В силу соотношений (2.18) для каждого вектора v Е Rn и любых 

ti ::::;; t' ::::;; t" ::::;; t2 

справедливо равенство 

t" 

(uk(t")-uk(t'),v)lR'.n = j(fk(t,uk(.)),v)lR'.ndt+ 
t' 

t" 

+ ! (qk(t, Uk(.)), V)JRпdt. 
t' 

Учитывая близость uk и и при достаточно больших k, а также 
условия (2.19), (2.20), получаем неравенство 

t" 

(uk(t")-uk(t'),v)lR'.n :::;;/vrai max (f(t,u'),v)JR'.ndt+ 
и'ЕИи(t)(б) 

t' 

t" 

+ llvlllR'.n J 7/Jk(t) dt. 
t' 

Таким образом, для любого положительного б можно указать 

такой номер ko ( б, v), что при всех k ~ ko имеем 

t" 

(uk(t") - Uk(t'), v)lR'.n ::(; J M{(f(t, u(t)), v)JRn}dt + б. 
t' 

Переходя к пределу k ____, оо, б ____,О, получаем неравенство 

t" 

(u(t') - u(t"),v)lR'.n ::(; J M{(f(t,u(t)),v)lRп}dt, 
t' 

3-5673 
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которое в силу определения 2. 7 означает, что предельная функция и 
есть Ф-решение системы (2.13). Теорема доказана. • 

На основании этой теоремы ниже устанавливается связь 

Ф-решений и регулярных функциональных решений для прибли

женных методов, основанных на соотношениях (2.18)-(2.20). 

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия теоремы 2.2 и для после
довательности приближений { uk} kEN, задаваемой регулярным при
ближенным методом (2.18), в случае построения решения задачи 
Коши для системы (2.13) имеет место слабая аппроксимация, причем 
на последовательности {uk}kEN значения невязки стремятся к нулю 
при k -> оо в смысле определения 2.2. Тогда каждая предельная 
точка последовательности { Uk} kEN в пространстве С[о,т] одновремен
но является Ф-решением и регулярным функциональным решением 

задачи Коши для системы (2.13). 

О То, что предельные точки последовательности { uk}kEN принад

лежат множеству Ф-решений, составляет содержание предыдущей 

теоремы. Принадлежность предельных точек последовательности 

{ uk}kEN классу регулярных функциональных решений обусловлена 
замечанием 2.3 к теореме 2.1. Теорема доказана. • 

Замечание 2.6. Разностный метод Эйлера, основанный на кусочно 
постоянных и кусочно линейных аппроксимациях неизвестной, в слу

чае ограниченной измеримой функции f в правой части системы (2.13) 
является регулярным сходящимся методом. 

Очевидно, что на каждом конечном промежутке изменения ар

гумента приближения, определяемые обеими формами метода Эй

лера, равномерно близки в метрике пространства Li относительно 
шага сетки. Поэтому предельные точки равномерно сходящихся 

приближений этих методов совпадают. Отметим, что метод лома

ных Эйлера равномерно сходится к Ф-решению системы (2.13), что 
устанавливается непосредственным применением теоремы 2.2. Что 
касается кусочно постоянных аппроксимаций по методу Эйлера, то 

этот регулярный метод обладает слабой аппроксимацией, причем 

невязка метода подчиняется оценке 

бт=О(т), т>О. 

Таким образом, каждая равномерно сходящаяся последователь

ность кусочно постоянных приближений метода Эйлера сходится 

к регулярному функциональному решению задачи Коши для си

стемы (2.13). Но в силу вышеприведенного замечания о совпадении 
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предельных точек обеих форм метода заключаем, что в рассматри

ваемом случае Ф-решения системы совпадают с регулярными функ

циональными решениями, получаемыми по методу Эйлера. Более 

того, такой же результат справедлив и для метода усреднения. 

§ 4. МЕТОД ИСЧЕЗАЮЩЕЙ ВЯЗКОСТИ ДЛЯ КОНЕЧНОМЕРНОЙ 
КВАЗИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ЗАКОНОВ СОХРАНЕНИЯ 

Рассмотрим задачу Коши 

ди(i)(х, t) ~ дJ?)(и, х, t) _ 
дt + L., дх. - о, 

j=l J 

иlt=O = Uo, 

t >О, Х Е 1В:.п, 1 ~ i ~ m. 

(2.21) 

Для ее приближенного решения используется метод исчезающей 

вязкости, основанный на решении следующих аппроксимирующих 

задач: 

дu(i)(x, t) ~ дf?)(и,х, t) _ ~ д2u(i) 
дt + L., дх · - о:, L., дх2 ' 

j=l J j=l J 

иlt=O = Uo, 

(2.22) 
t > О, х Е 1В:.п, 1 ~ i ~ m, 

О:= (0:1, 0:2, · · ·, O:m), O:i;;;:: О. 

Теорема 2.4. Пусть при каждом о: = {o:i}l' задача (2.22) имеет 
гладкое решение, которое удовлетворяет требованию равномерной 

локальной суммируемости 

(2.23) 

на каждом компакте 

К С ffi:.п Х JR:.t. 
Тогда для некоторой обобщенной подпоследовательности o:(k) ---+ О 
приближения Ua(k) сходятся к функциональному решению задачи 

Коши (2.21). 

D Условие (2.23) означает слабую устойчивость метода исчезающей 
вязкости. Величина невязки метода оценивается выражением 

д ~ max 
l~i~m 

Применяя теорему 2.1, получаем искомое утверждение. 8 
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Замечание 2. 7. Простейший пример получения такого рода оценок 
связан с градиентной системой, где 

f (i)( ) = дFj(u) 
J и дu(i) ' 

и Е 1Rm, Fj Е С2 (JE.m, JE.1), 1 ~ i ~ m, 1 ~ j ~ п, 

а начальная функция ио принадлежит пространству L~m)(JE.n) [42, 43). 
В этом случае сходимость метода исчезающей вязкости имеет место 

на некоторой подпоследовательности значений параметра вязкости 

а, стремящейся к нулю, соответственно предельное функциональное 

решение является регулярным. Таким свойством обладают функцио

нальные решения задач, когда априорные оценки обеспечивают при

надлежность аппроксимаций реф-11ексивным сепарабельным простран

ствам, к которым, в частности, относится пространство L2 (JE.n). 

§ 5. ВЫДЕЛЕНИЕ КЛАССОВ КОРРЕКТНОСТИ 
РЕГУЛЯРНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

Положим в уравнениях (2.1), (2.2) оператор fo(u, х, t) = и. Пред
лагаемая ниже конструкция классов корректности для задачи (2.8) 
основывается на выделении непустых множеств регулярных функци

ональных решений, определяемых однозначно начальными данными 

задачи Коши и обладающих непрерывной зависимостью в топологии 

слабой сходимости в пространстве Li0 c относительно изменения на
чальных данных в той же топологии. 

Обозначим символом А отображение, сопоставляющее регуляр

ным функциональным решениям, заданным методом А:М, соответ

ствующие им начальные данные. При этом, естественно, предпо

лагается существование таких решений, что может быть установ

лено, например, на основании теоремы 2.1. Обозначим через Х 

совокупность регулярных функциональных решений для метода 

А:М, которую снабдим индуцированной топологией O"(t:+, С:). На 
множестве М0 введем топологию слабой сходимости. Отметим, что 
индуцированная топология на совокупности Х в силу формулы 

представления регулярных функциональных решений (2.11) может 
быть задана системой полунорм, определяющих слабую сходимость 

в пространстве Li0 c вместе со слабой сходимостью в пространстве 
начальных данных Мо: 

ll(Fg,g,)I = 1 J giuv(dQ) - J glt=ouovo(dQo)I· 
Q Q 

(2.24) 

Лемма 2.4. Отображение А: Х -+ М0 непрерывное во введенных 
выше топологиях. 
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О Это утверждение является очевидным следствием способа зада

ния топологии на множествах Х и М0 посредством системы полу
норм (2.24). Лемма доказана. 8 

Пусть множество К С Х является компактом в топологическом 

пространстве {[М], <Т(ё+, ё)} и отображение А: К--+ А(К) взаимно 
однозначное. (Такой компакт всегда ~южно выбрать.) Тогда обрат

ное отображение А- 1 : А(К)--+ К является непрерывным. Последнее 
утверждение вытекает из теоремы о гомеоморфизме (теорема 10.7). 

Лемма 2.5. Пусть множество начальных данных У С Мо слаб9 
компактное в пространстве Li0

c ( Q0 , v0 ), а соответствующее ему непу
стое множество регулярных функциональных решений К слабо ком

пактное в пространстве Li0 c ( Q, v). Тогда множество К относительно 
компактное в топологии <Т(ё+, ё). 

О Данное утверждение получим на основании формулы (2.11), пред
ставляющей регулярные функциональные решения. Справедлива 

оценка 

suppp(l) ~ sup 1 f g1uv(dQ)I + sup 1f9lt=ouovo(dQo)I. 
l иЕК иоЕУ 

Q Qo 

Таким образом, множество К слабо ограничено в топологическом 

пространстве {ё+, <Т(ё+, ё)} и, значит, оно слабо компактное. Лемма 
доказана. 8 

Замечание 2.8. Свойства решений, указанные в лемме 2.5, устанав
ливаются на основании энтропийных оценок в Lp, р ) 1. 

Следствие 2.1. Если семейство К регулярных функциональных 
решений в условиях леммы 2.5 соответствует замкнутому множеству 
начальных данных У, то семейство К является компактом. 

О Данное утверждение есть непосредственное следствие свойства 

непрерывности отображения А, которое установлено в лемме 2.4, 
и слабой компактности слабо ограниченных множеств в топологии 

<Т(ё+,ё). • 

Теорема 2.5. Пусть компактное множество К регулярных функци
ональных решений соответствует компакту У во множестве началь

ных данных М0 . Предположим, что каждому элементу множества У 

соответствует единственный элемент множества К. Тогда при этих 

условиях функциональные решения из множества К непрерывно 

зависят от начальных данных из множества У в топологии слабой 

сходимости в пространстве L\0 c. 
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D В силу предположения о единственности прообразов отображе
ния А во множестве К, когда образы находятся во множестве У, 

с учетом свойства непрерывности отображения А, установленного 

в лемме 2.4, и следствия к лемме 2.5, можно применить теоре
му 10. 7 о гомеоморфизме. Таким образом, обратное отображение 
л -1 : У --r К - непрерывное. Но поскольку топология слабой схо
димости на К слабее топологии, задаваемой полунормами (2.24), то 
тем более А - l : У --r К непрерывно в слабых топологиях. Теорема 
доказана. • 

Замечание 2.9. Выделение компактов, указанных в формулировке 
теоремы 2.5, естественно осуществлять в классах однозначной разре
шимости, существование которых установлено в теореме 2.1. 

§ 6. ПОНЯТИЕ РЕШЕНИЯ В СРЕДНЕМ 

Выполним вложение части функциональных решений системы за

конов сохранения во множество борелевых регулярных мер, осно

вываясь на идеях работ [263, 202]. Рассмотрим функционалы из 
пространства [М] С с+, которые допускают представление 

l(F) = ! F(dЛ ® dµ), \:/F Е с+, 
Q 

(2.25) 

где ).. - борелева конечная на компактах мера, а входящие в (2.25) 
величины определены выше в настоящей главе. 

Определение 2.8. Борелеву меру Л назовем решением в среднем 
задачи Коши для системы законов сохранения, если функционал 

l Е [М] с с+ в соотношении (2.25) является функциональным ре
шением задачи Коши для системы законов сохранения. Если же 

решение в среднем допускает разложение 

).. = µ(x,t) ® dx ® dt, 

где параметрическое семейство борелевых мер µ(x,t) измеримо 

по (х, t) и является вероятностным, то указанное семейство назовем 
.мерозпшч,пъt.м решепие.м. 

Определение 2.9. Если мерозначное решение допускает представ
ление 

Щx,t)(du) = д(dи - и(х, t)) 

с некоторой борелевой функцией и(".), то эту функцию назовем 
обобщеппъ~.м решепие.м зада"iи Коши. 
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Одним из центральных вопросов теории является установле

ние условий, обеспечивающих вложение функциональных решений 

в решения в среднем, далее, решений в среднем в мерозначные, а 

последних~·· в обобщенные. На этом пути интересные результаты 

получены Л. Тартаром [263], указавшим способ получения таких 
вложений для одного квазилинейного закона сохранения в теории 

компенсированной компактности. 

§ 7. ПРЕДЕЛЬНЫЙ ПЕРЕХОД ПОД ЗНАКОМ ИНТЕГРАЛА 

Для решения вопроса о предельном переходе в нелинейных су

перпозициях приближений для неизвестного решения задачи Коши 

используется следующая лемма. 

Лемма 2.6. Пусть (М,р)-метрическое пространство, 

7]: м ___, JRt 
- непрерывная положительная функция такая, что для каждого на

турального числа п можно указать компакт Кп СМ, на дополнении 

которого выполняется неравенство 

rJ(x) )': Сщ х ЕМ - Кп, (сп___, +оо, п ___, оо). (2.26) 

Пусть {µi}~1 - последовательность регулярных борелевых мер 

на пространстве (М, р), подчиняющихся требованию 

sup < 7], µi >< оо. 
iEN 

(2.27) 

Тогда можно указать такую подпоследовательность {µik }~ 1 и регу
лярную борелеву меруµ, что для каждой непрерывной функции Ф, 

удовлетворяющей требованию 

lim sup IФ(x)I =О, 
n-+oo хЕМ\Кп rJ(X) 

справедливо соотношение 

lim < Ф,µik >=< Ф,µ >. 
k--тоо 

D Рассмотрим замкнутое подмножество 

00 

(2.28) 

Очевидно, носитель supp µi меры µi при каждом номере i Е N 
содержится в D. Метрическое пространство (D, р) сепарабельное, 
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ибо оно в качестве всюдУ плотного подмножества содержит счет

ное объединение метрических компактов. Последовательность мер 

{µi}~1 , рассмотренная на а-алгебре борелевых множеств простран

ства (D, р), является слабо компактной в силу теоремы Прохоро
ва [26, 69], ибо из условий (2.26), (2.27) следуют оценки 

supµ;(D) < оо, 
iEN 

µj(D) 
µi(D\Kп) ~ sup--, 

jEN Сп 
i Е N. 

Выберем из {µi}~ 1 слабо сходящуюся подпоследовательность µik 
на пространстве (D, р). Таким образом, для ~аждой непрерывной 
на пространстве ( М, р) функции Ф справедливо соотношение 

lim 
k--+oo 

< Хн(Ф), µik >=< Хн(Ф), µ >, 

где срезающая функция XN задается следующим выражением: 

Хн(Ф) = { ~ sgn(Ф), IФI ~N, 

IФI ~N, 
NEN. 

Пусть непрерывная функция Ф удовлетворяет требованию (2.28) 
леммы. Тогда оценка (2.27) обеспечивает ее суммируемость на про
странстве (М, р) по каждой мере µi, при этом справедливы соотно-
шения 

sup < (1- xкJIФl,µi >-+О, п-+ оо, 
iEN 

где Хкп - характеристическая функция компакта К11 • Продолжим 

регулярную борелеву меру µ, являющуюся слабым пределом после
довательности µi на борелевых множествах в пространстве ( D, р), 
до регулярной борелевой меры на а-алгебру борелевых множеств 

в пространстве ( М, р) посредством соотношения 

µ(А)= µ(А n D), 

где А - произвольное множество из этой а-алгебры. При такой 

конструкции носитель меры µ сосредоточен на множестве D. По 
построению меры µ имеем оценку 

< 77,µ >< оо, (2.29) 

из которой следует суммируемость каждой непрерывной функции Ф, 

удовлетворяющей условиям леммы. Сочетание слабой сходимости 

меры µik кµ на множестве D с равномерными оценками (2.26), (2.29) 
приводит к утверждению леммы. Лемма доказана. • 
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Замечание 2.10. Регулярность борелевых мер, определенных форму
лой 

(2.30) 

для борелевых функций и является следствием теоремы Лузина [94] 
(С-свойство борелевъ~х фун,кv,ий). Меру µи ниже будем называть 

мерой, сосредото'Ч,ен,н,ой н,а графике фун,кv,ии и. 

§ 8. РАЗРЕШИМОСТЬ В СРЕДНЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

Одним из цеf!тральных вопросов, связанных с глобальной разре

шимостью задачи Коши (2.1), (2.2), является выделение класса 

решений, получаемых как предел исчезающей вязкости с --+ О 

для решений сингулярно возмущенной задачи 

п 

дtf6w) ( UE, Х, t) + L дxJJw) ( U 6
, Х, t) - J~~1 ( U 6

, Х, t) = 
j=l 

= В(с)Лхи0 , 

w Е N, х Е 1Rп, t > О, 
u"lt=O = Uo, 

(2.31) 

(2.32) 

где Лх - оператор Лапласа по пространственным переменным, 

В(с) = diag(c1, ... , Ei, .. . ), Ei;;::: О. 

Предположим разрешимость вязкой задачи (2.31), (2.32) при по
ложительных значениях параметров с. Метод решения зада

чи (2.1), (2.2), основанный на приближениях и0 , назовем .методом 

ис'Чезающеu в.язкости. Обозначим µ 0 меры (2.30), сосредоточенные 
на графиках аппроксимаций µ 0

• 

Теорема 2.6. Цусть задача (2.31), (2.32) имеет решение в целом 
(классическое либо обобщенное) для некоторой последовательности 

значений параметров Ek, которая на каждой компоненте с~, i Е N, 
стремится к нулю при k --+ оо. Пусть существует непрерывная 

положительная функция Т/: 1Rm --+ JRi, удовлетворяющая на про
странстве 1Rm требованиям леммы 2.5, для которой при каждом 
Т > О справедлива равномерная по с априорная оценка 

т J J ry(u0 (t,x))dtdx ~ с(Т) < оо. (2.33) 

О IRп 
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Предположим, что 

Jj"'): 1Rm Х JRt Х 1Rn ----+ 1Rm, О ~ j ( n, (;.) Е N, 

непрерывные функции, на каждом компакте К С JRi х 1Rn, 
удовлетворяющие соотношениям 

п+l 

lim [11(>.)]- 1 2::: sup IJJ"') (Л, t, х) 1 = О, 
л~ос · (t х)ЕК J=O , 

lim sup[ry(Л)Г 1 1Лil < оо, i Е N . 
..\i---?00 

(2.34) 

Тогда задача (2.1), (2.2) имеет решение в среднем, которое являет
ся пределом по некоторой подпоследовательности решений задачи 

(2.31), (2.32). 

D Для каждой финитной на пространстве JRi х 1Rп функции Ф Е С2 

выполняется равенство 

п 

Uoдt'P + 2::: fjдx; Ф + f п+l Ф, µс:) + 
j=l 

+((foФ)lt=o,µo)o + В(с:)(ЛхФЛ,µс:) =О. 

(2.35) 

Эквивалентной формой для оценки (2.33) является неравенство 

(Втrу, µс:) ( с(Т), 

где Вт = В(Т - t), В-функция Хевисайда. Применим лемму 2.5 
к семейству µс: на метрическом пространстве 

1Rm Х К, К С JRi х 1Rn (К-компакт). 

Стандартным диагональным процессом, примененным к указанной 

последовательности мер на последовательности метрических про

странств 1Rm х Ki (UKi = JRi х 1Rn), получаем подпоследователь-
k 

ность мер µс: ----+ µ, для которой в силу соотношения (2.34) имеют 
место формулы 

i(ФЛi,µc:k)\ ( const, 

k
lim (ФJj"'>,µc:k) = (ФJj"'>,µ), 
~оо 

i Е N, О ~ j ( п + 1, 

при произвольной финитной непрерывной функции Ф. Переходя 

к пределу k----+ оо (вязкость стремится к нулю) в соотношении (2.35), 
устанавливаем, что предельная мера µ является решением в среднем 
задачи (2.1), (2.2). Теорема доказана. • 
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§ 9. ПРИМЕР. ГРАДИЕНТНЫЕ СИСТЕМЫ 
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Положим в системах (2.1) и (2.31) 

fо=Л, fj=Y'uFj, l:(j:(n, fпн=О, Y'u=(дu11 ···,дuJ, 

где Fj - гладкие скалярные функции. В этом случае система имеет 

дополнительный закон сохранения 

п 

дt'Г/ + 2: дx;Qj =о, 
i=l 

где функция 
п 

rJ(A) = L ).l, 
i=l 

а потоки 

Qj = (\lиFj, ).) - Fj, 1 :( j,:;:: п. 

Для соответствующей задачи (2.35) с матрицей вязкости 

B(s) = diag(s, s, ... , s), с> О, 

справедливо неравенство 

интегрируя которое для подходящего класса начальных данных 

по переменным t, х, приходим к неравенству (2.33). 

Теорема 2. 7. Пусть Fj, 1 :( j :( п - непрерывно дифференцируе

мые функции по и Е IRm, градиенты которых fj = \1 uFj удовлетво
ряют соотношениям (2.34) и являются непрерывными функциями 
на IRm х IRf х 1Rп· Если начальная функция ио Е L?J'(IRп), то 
градиентная система 

ди ~ д\luFj) =О 
дt + L., дх ' 

j=l J 

(t, х) Е IRf х IRщ иlt=O = ио, 

имеет решение в среднем, которое является пределом (в смысле 
слабой сходимости мер) решений в среднем задачи с исчезающей 

вязкостью (2.35), где 

B(s) = diag(s, ... ,s), s >О. 
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Доказательство теоремы 2. 7 основано на теореме 2.6 и следующих 
двух леммах. 

Лемма 2. 7. Пусть в дополнение к условиям теоремы 2. 7 функции 
Fj, 1 ( j ( п, дважды непрерывно дифференцируемые и финитные 

на 1Rm х JR.{ х 1Rn, а начальные данные 

ио Е L2(1R.п) n Ц~(JR.п)· 
Тогда для любого с > О задача (2.35) имеет единственное гладкое 
решение и" при всех t > О, которое подчиняется неравенству 

/ 'ГJ(u"(t,x))dx ( / 'ГJ(и0 (t,x))dx, t ~О. 

О Построение гладкого решения, локального по времени t >О, осу
ществляется методом сжимающих отображений в пространстве L"::;. 
На решении выполняется тождество 

и"(х, t) = / Ge(t, х - ~)иоЮ d~ + 
1Rn 

п 

+L 
j=l 

где Се - функция Грина оператора теплопроводности 

д 
дt - сЛх, с > О, 

на пространстве JR.{ х 1Rn. В силу финитности функций Fj, 1 :::;; j ( n, 
имеем 

t 

llи" (" t) llL;:; (1Rп) ( llиo(.) 11 L;:; (1Rп) + const(c) / (t - т )- 1 !2 dт, 
о 

t >О. 

Из неравенства 

д'Г}(и") ~ дqу(и") Л ( ") 
~+~ д. (с x'ГJU 

j=l Хз 

(2.36) 

за счет требования финитности функций Fj получаем следующую 
оценку: 

/ 'Г/(и"(t, х)) dx ( / 'ГJ(u0 (t, х)) dx, t ~О, с> О, 
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которая в сочетании с неравенством (2.36) обеспечивает продолже
ние локального решения задачи (2.35) на все t > О с требуемыми 
в лемме свойствами. Лемма доказана. 8 

Лемма 2.8. Пусть выполнены условия теоремы 2.7. Тогда зада

ча (2.35) при любом с:> О имеет решение в среднем, получающееся 
как предел решений этой задачи с фи'нитными гладкими функциями 
{Fj}· (Предел понимается в смысле слабой сходимости мер на каж
дой полосе 1Rm х К, где К -компакты в JR.{ х 1Rn.) 

Доказательство этой леммы является непосредственным след

ствием леммы 2.6. 
Доказательство теоремы 2.7 -это следствие теоремы 2.6 и лемм 

2.6 и 2.7. 

§ 10. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О ВЫБОРЕ КЛАССОВ 
ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

В заключение отметим, что в большинстве задач, использующих те 

или иные методы для построения приближений функционального 

решения, пространство М удобно выбирать так, чтобы классиче

ские решения и аппроксимации принадлежали М. В частности, 

в случае метода разностных схем разумно использовать кусочно

непрерывные функции. В практических целях естественно исполь

зовать вместо сходимости обобщенных последовательностей сходи

мость последовательностей, занумерованных натуральными числа

ми. Для этого можно сузить векторное пространство основных функ

ций, используя счетное множество разделяющих основных функ

ций на пространстве М. Линейное пространство ё строится как 

множество конечных линейных комбинаций указанного множества 

разделяющих функций над полем рациональных чисел Q. Очевид
но, тогда ё имеет счетную мощность. В этом случае тихоновская 

топология {а( ё +, ё)} в алгебраически сопряженном пространстве ё + 
задается счетным множеством полунорм, которая метризуется есте

ственным образом. Множество М вкладываем в пространство с:+ 
посредством мономорфного вложения Янга (2.6). На образе этого 
вложения рассматриваем индуцированную метрику и проводим про

цедуру пополнения метрического пространства на образе. Элементы 

такого пополнения составляют класс функциональных решений, 

для которого имеет место обычная сходимость аппроксимаций. 



Глава 3 

УРАВНЕНИЯ 

БОЛЬЦМАНОВСКОГО ТИПА 

§ 1. ОПЕРАТОРЫ СТОЛКНОВЕНИЙ 

Рассмотрим задачу Коши 

ди(w~~х, t) + L(u) = 3(w)(u(.)(x, t)), 

w Е П, t Е IRi, х Е IRп, 

иlt=O = Uo, 

(3.1) 

(3.2) 

где оператор L(.) - производящий оператор полугруппы переноса 

частиц без взаимных столкновений (в операторе L(.) не учитыва
ются взаимодействия между частицами рассматриваемой системы; 

локальные взаимные столкновения частиц моделируются операто

ром S). Свойства оператора L(.) применительно к случаю свободного 
переноса частиц будут детализированы ниже в § 5, 6 гл. 3. Уравне
ние (3.1) будем называть уравнением болъц.мановского типа, если 
оператор S удовлетворяет требованиям, указанным в определениях 
3.1-3.3. Задачу (3.1), (3.2) назовем пространственно однородной, 
если неизвестная и не зависит от переменной х Е IRn. 

Выделим класс операторов столкновений S в уравнении (3.1), 
который включает при некоторых ограничениях на ядро взаимодей

ствия Ф операторы столкновений в моделях Больцмана и Смолухов

ского (1.5), (1.8), (1.9). 
Определим требования на множество П, являющиеся естествен

ным обобщением свойств множества состояний частиц для моделей 

Больцмана и Смолуховского. 

Пусть П - локально компактное сепарабельное метрическое про

странство, которое ст-конечно относительно плотной борелевой ме

ры µ. Эта мера предполагается конечной на компактах в П, строго 
положительной на открытых множествах в П. (Борелева мера назы

вается плотной, если 

µ(Е) = sup µ(К), 
Е~КЕК 

где К - класс компактных подмножеств из пространства П.) 
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Назовем борелевой 1Т-алгеброй на П наименьшую IТ-алгебру, со

держащую в себе все открытые и, следовательно, замкнутые под

множества заданной топологии т на множестве П. Функцию f 
на заданном топологическом пространстве { П, т} со значениями во 
множестве действительных или комплексных чисел называем боре

левой, если прообразы 1-1 борелевых подмножеств во множестве 
чисел являются элементами борелево:U: 1Т-алгебры на П. 

Обозначим символами dx и dt лебеговы меры на простран-

ствах 1Rn = {х = (х 1 , ... ,хп)} и 1R1 = {t} соответственно; В
множество финитных ограниченных борелевых функций на топо

логическом произведении 

Q = П Х 1Rn Х 1R1; Qo = П Х 1Rп; 
о 

В 00 
-- множество бесконечно дифференцируемых по переменным 

(х, t) Е 1Rn х JR1 функций из пространства В, производные которых 
о 

лежат в В; Li0 c(A, v)-множество борелевых функций на множе-
стве А, локально суммируемых по борелевой мере v. 

Кроме того, пусть В(П) - совокупность борелевых функций 

на множестве П = { w} состояний элементов моделируемой физиче
ской системы, L1 (П, µ)-множество функций из Li0c(П, µ), суммиру
емых по борелевой мере µ на множестве П; (!, µ) - интеграл Лебега 

функции f из пространства L1(П,µ) по мере µ на множестве П. 
Индекс + у символа множества функций означает, что рассматри
ваются только неотрицательные функции. 

Пусть S - частично определенное на В(П) отображение со значе

ниями в В(П). Положим 

Gµ(S) = s- 1 (L1(П, µ)), [[fl[L1 def (!, µ), 
о 

и предположим, что множество В плотное в пространстве L1 отно-
сительно топологии, заданной нормой [[fl[L1 • 

Определение 3.1. Множество Кµ С Gµ(S) назовем .м:но:JtСе

ство.м µ-сохрапепи.я оператора S, если для каждого f Е Кµ спра
ведливо равенство (соотношение сохранения) 

(S(f), µ) =О. 

Считаем, что оператор S: Gµ(S) ___, В(П) обладает свойствомµ-
о 

сохранения, если множество В(П) n Gµ(S) С Кµ плотное в Gµ(S) 
относительно нормы [[fl[L1 • 

Определение 3.2. Mno:JtCecmвo.м µ-диссипаv,ии оператора 

S: Gµ(S) ___, В(Щ назовем семейство Dµ С Gµ(S) такое, что 
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для каждого f Е D µ выполнено соотношение диссипации 

(S(f),µ) ~О. 

Если множество В +(Щ ПGµ(S) с Dµ плотное в Gµ(S) nL{(rl, µ) 
в норме 11-11 Li, то оператор S считаем обладающим свойством µ
диссипации. 

Определение 3.3. Пусть G µ ( S) - область определения операто

ра S - содержит множество В. Будем говорить, что оператор S удо
влетворяет условию noлo:J1Cume.11/Ь'l-t0cmu, если для каждой функции 

f Е В+ можно указать такое число 

H(llJllL1 ,suppf)): О 

(символ supp означает носитель функции_/), что выполнено нера-
венство 

S(f) + Hf;;::: О. 

Замечание 3.1. Операторы (1.5), (1.8), (1.9) удовлетворяют свой
ствам, перечисленным в определениях 3.1-3.3, при условии что ядро 
взаимодействия частиц Ф является измеримой, локально ограничен

ной, неотрицательной, симметричной функцией по аргументам, зада

ющим состояния взаимодействующих частиц. 

Замечание 3.2. Функционал Н без ограничения общности можно 
считать монотонно возрастающим по своим аргументам. 

Действительно, достаточно рассмотреть новый функционал Н, 

равный супремуму значений функционала Н на шаре 11!\\L, ~ r. 

Лемма 3.1. Пусть оператор S удовлетворяет свойствам, перечис
ленным в определениях 3.1-3.3. Тогда S(O) =О. 

О В силу определения 3.3 значения S(O) ): О из-за неотрицательно
сти функции f = О. Требования определений 3.1 или 3.2 приводят 
к неравенству 

(S(O), µ) ~ О. 

Таким образом, неотрицательная функция S(O) имеет неположи-
тельный интеграл, т. е. почти везде S(O) = О. Лемма доказана. • 

Обозначим 

(w) { 1, 
Хм = о, 

eN(Y) = {\у\, 
N, 

w ЕМ С rl, 
wrf.M, 

\у\~ N Е N, 
\у\;;::: N, 

у Е JR. 
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Определение 3.4. Назовем S оператором болъv,.мшновского типа, 
если он обладает свойствами µ-сохранения или диссипации и поло

жительности, а для каждого компакта М во множестве П суперпо-

зиция 

Sм(.) def хм х S о (хм х 1-1) 

(где х - оператор умножения, о - оператор суперпозиции) такова, 

что Sм(L1(M, µ))С L1(M, µ), причем"отображение 

Sм: L1(M,µ)---+ L1(M,µ) 

является непрерывным в метрике этого пространства. 

Лемма 3.2. Если оператор S - больцмановского типа, то таким же 

свойством обладает отображение Sм для каждого компакта Мс П. 

О "Утверждение леммы следует из общего факта, что каждый опе

ратор S со свойством сохранения либо диссипативности порождает 
свойство диссипативности у операторов Sм. Действительно, фи-

о 

нитная неотрицательная функция хм х IJI, где f Е В(П), входит 
в область определения оператора S. 

Рассмотрим интеграл 

(Sм(f), µ) = j S(хм х lfl)µ(dш). 
м 

Отметим, что интегрирование в правой части этого равенства 

распространяется только по носителю неотрицательной функции, 

стоящей под знаком оператора S. Но требование положительности 
в определении 3.3 означает неотрицательность значений 3(w) (!) 
при любой неотрицательной функции f, если аргументы ш находятся 
вне носителя функции f, ибо 

S(f) + JH ~О, 

а последнее слагаемое в левой части этого неравенства обращается 

в нуль вне носителя f. Поскольку для операторов со свойством 
сохранения или диссипации на неотрицательных функциях выпол

няется неравенство (S(f), µ) :::;; О, то, учитывая неотрицательность 

S(хм х !) вне множества М, заключаем, что 

j S(хм х lfl)µ(dш) :::;; О 
м 

для любой ограниченной борелевой функции f. Но множество таких 
функций плотно в L 1 ( М, µ). Воспользовавшись свойством непрерыв
ности Sм на L 1 (M,µ), заключаем, что это неравенство распростра
няется на все пространство L 1 ( М, µ). 
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Свойство положительности оператора S м автоматически следует 
из такого же свойства оператора S. Лемма доказана. 8 

§ 2. РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННО 
НЕОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ БОЛЬЦМАНОВСКОГО ТИПА 

Предлагаемая ниже разностная схема для приближенного решения 

обобщенных уравнений Больцмана позволяет установить коррект

ность задачи Коши с ядрами взаимодействия частиц и начальными 

данными, представляющими интерес для физики реальных процес

сов. В частности, для пространственно неоднородных уравнений 

Больцмана и Смолуховского достаточным условием глобальной кор

ректности задачи Коши задачи является локальная ограниченность 

( т. е. ограниченность на каждом компакте) неотрицательных симмет
ричных ядер взаимодействия и скорости свободного переноса частиц, 

а также суммируемость неотрицательных начальных данных. 

Рассмотрим задачу Коши 

ди<"'~~х, t) + L(u) = s<"'J(u(.)(x, t)), 

w Е П, t Е JR{, х Е 1Rп, 

L( )l(w) def ~ (w) дu("-')(х, t) 
U (x,t) L., v, дх. ' 

i=l J 

иlt=O = Uo, 

(3.3) 

(3.4) 

с оператором S больцмановского типа. Следующая разностная схема 
задает приближенный метод решения задачи Коши (3.3), (3.4): 

и~"'\х, t + т) - и~"')(х, t) 
т 

п (w)(· h ( (w)) ) (w)( ) _ ~ (w) Ua Х - ej sgn Vj , t - Ua Х, t 
L., Вп, (vj ) h 
j=l 

= s<"')(u<·)(x t)) 
М1 а ' ' 

(3.5) 

w Е П, х Е 1Rп, t ~ 0, т > О, h > 0, 

и("')(х t) = х("')х(х)() (и("')(х)) 
а ' М1 Nl2 n2 О ' 

О~ t < т,а = (n1,n2,M1,M2,т,h), 



§ 2. Разностный метод решения. . . 83 

где компакты М1 С П, М2 С 1R.n, { ej Yi=l - координатные орты в 1R.n. 
Шаги сетки т, h подчиняются условию Куранта-Фридрихса-Леви: 

h-1 ( ~ ! ("-') (х)() nn1 т + т Н sup L,, Хм, Хм2 п 1 х 
xEIRп kEZпlRп 

х (и~"')(x+h~kjej))µ(dw)),M1) ~1, 
(3.6) 

k=(k1, ... ,kп)· 

Замечание 3.3. Оценку (3.6) можно использовать в более грубой 
форме 

если компакт М2 положить п-мерным кубом со стороной D. 

Лемма 3.3. При любых положительных т, h, удовлетворяющих со
отношению (3.6), разностная схема (3.5) имеет неотрицательное 
решение Ua. 

О Утверждение леммы получим методом математической индук

ции, применяемой к отрезкам времени, длины которых кратны 

шагу т. Очевидно, что на первом шаге О ~ t < т утверждение 
о неотрицательности решения Ua является прямым следствием фор

мул (3.5). Дальнейшее доказательство основывается на применении 
неравенства (3.6) в сочетании с формулами (3.5) и предположением 
о больцмановости оператора S. А именно, в силу задания приближе
ния решения иа соотношениями (3.5) имеем: 

и~"')(х, t + т) = { и~"')(х, t) [ 1 - ~ ~ ()п, (v)"'))] + 

+ тst;(u~)(x, t))} + 

п 

т ~() ( ("')) ("-')( h ( ("-')) ) + h L,, п1 vj и°' х - ej sgn vj , t . 
j=l 

(3.7) 

Предположение о неотрицательности решения Ua при О ~ t < mт 
(m > 1) в сочетании с равенством (3.7) приводит к неравенству 

и~"')(х, t + т) :;::: и~"')(х, t) [ 1 - ~ ~ n1] + тst; (и~)(х, t)), 

х Е 1R.n, О~ t < mт, 
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которое усилим за счет условия (3.6): 

и~"')(х, t + т) ~ т[и~"')(х, t)H + si';'l(и~)(x, t))J, 
х Е 1Rn, О ~ t < mт, 

(3.8) 

где аргументы величины Н такие же, как в формуле (3.6). 
Проинтегрируем выражение (3.5) по мере µ, относительно кото

рой определялись больцмановские свойства оператора S, а затем 

просуммируем полученное выражение по пространственным пере

менным, находящимся на кубической решетке в 1Rn со стороной, 
равной шагу сетки h. Отметим, что разностный оператор, заменя
ющий пространственные производные, обладает свойством сохране

ния относительно такого процесса суммирования. Действительно, 

рассмотрим меру v(dx), сосредоточенную на узлах {xi} целочис
ленной решетки в 1Rn с шагом по каждой координате, равным h. 
Зададим значения этой меры, положив для каждого ограниченного 

множества А Е 1Rn 
v(A) def L: i. 

i: х;ЕА 

Очевидно, для каждой финитной ограниченной функции f 
на пространстве 1Rn определен интеграл 

/ f(x)v(dx) = L f(xi). 
i 

Учитывая то, что операция сдвига л~) аргумента функции f 
на шаг h по j-й координатной оси 

не меняет значение правой части этой формулы, т. е. 

f л~) f(x)v(dx) = L: 1cxi), 
i 

для разностного оператора 

л~) f (х) def f(x + h) - f(x) 

получаем свойство сохранения 

/ л~) f(x)v(dx) =о. 
Rп 
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Таким образом, учитывая утверждение леммы 3.2, заключаем, 
ЧТО 

L J u~"')(x+htkjej,t+т)µ(dw) ~ 
kEZп !! J=l 

~ L J и~"')(х + h t kjej, t)µ(dw), 
kEZп !! J=l 

k = (k1, k2". "kп), ХЕ 1Rn, t ~О. 
Итак, в области О ~ t < mт, m > 1, где и°' ~ О, выполняется 

неравенство 

L J и~"')(х + h t kjej, t)µ(dw) ~ 
kEZп !! J=l 

~ L J и~"')(х + h t kjej, O)µ(dw). 
kEZп !! J=l 

Учитывая свойство монотонного возрастания функционала Н 

по каждому аргументу, получаем оценку 

Н (! и~"')(х, t)µ(dw), М1) ~ 
!! 

~н(sup L j u~"')(y+htkjej,O)µ(dw),M1), 
уЕ1Rп kEZп !! j=l 

Vx Е 1Rn. 

Сочетая это неравенство с требованием определения 3.3 в нера
венстве (3.8), устанавливаем неотрицательность его правой части, а 

значит, и функции и~"') (х, t) при mт ~ t < (m + l)т. Тем самым 
завершается процесс математической индукции. Утверждение дока

зано. 8 

Замечание 3.4. Решение разностной схемы 
условия (3.6) удовлетворяет тождеству 

и("')(х t) = х("')lи("')(х t)i 
а ' - м1 а ' ' 

х Е Rп, t ~О. 

(3.5) при выполнении 

(3.9) 

Замечание 3.5. Неотрицательное решение разностной схемы (3.5) 
подчиняется неравенству 

J J u~"')(x,t)µ(dw)dx ~ J J u~"')(x,O)µ(dw)dx, t ~О. (3.10) 

!1 ll!.n !1 ll!.n 
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Вопрос о разрешимости задачи (3.3) рассматривается ниже 
в классах функциональных решений [43, 47, 51, 52]. 

§ 3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО СХОДИМОСТИ РАЗНОСТНОГО МЕТОДА 
К ФУНКЦИОНАЛЬНОМУ РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ КОШИ 

Теорема 3.1. Пусть в задаче Коши (3.3), (3.4) оператор S-больц
мановского типа, v - локально ограниченная борелева функция со 

значениями в пространстве 1Rn, 

Uo Е Li,+(П Х 1Rn, µ ® dx), 

где множество П представимо в виде счетного объединения компак

тов, оператор S обладает свойством µ-сохранения или диссипации. 
Тогда задача Коши (3.3) (3.4) имеет неотрицательное функциональ
ное решение в целом, т. е. при всех значениях t ~ О. 

О Приближенный метод решения задачи Коши (3.3), (3.4) осно

вывается на применении разностной схемы (3.5), (3.6). Наличие 
свойства µ-сохранения или диссипации у оператора S обеспечива
ет оценку (3.10). Отметим, что суперпозиция (Sм1 о иа) является 
локально суммируемой функцией на П х 1Rn х JR.{. Действительно, 
по построению в силу (3.9) и (3.10) функция Ua обладает свойством 
локальной суммируемости на П х 1Rn х JR.{. Так как функция v 
по условию теоремы локально ограничена, то все слагаемые в левой 

части тождества (3.5) также локально суммируемые функции, а 
значит, такая же его правая часть (Sм1 о иа)· 

Отметим также, что соотношения (3.9) и (3.10) означают слабую 
устойчивость разностного метода (3.5), (3.6), так как из них следует 
неравенство 

sup ! \иа\µ ® dx ® dt ~ Ts~p f \ио\µ ® dx, \:/Т ~О, 

r! Х1Rп х [O,Tj IJ Xffi:.п 

что по определению является свойством слабой устойчивости при

ближенного метода (см. определение 2.5). 
Тождество (3.9) в сочетании со способом задания операторов Sм1 

в определении 3.4 приводит к равенству 

/ <p(w) (х, t)Sм1 о иаµ ® dx ® dt = 

r!x!Rn xRi 

f t.p(w)(x, t)S о Uo:µ ® dx ® dt, 

r!X1Rп xJRi 

(3.11) 
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для любой функции 

о + 
ер Е B(rl х ~п х ~1 ), 

у которой носитель содержится внутри множества М1 х ~п х ~i. 
Требование локальной ограниченности функции v означает, что 

на каждом компакте К С rl при достаточно больших значениях 
параметра п 1 значения функций 

(w) (1 v1 ~ j ~ п, w Е К), 

совпадают при каждом j. Следовательно, для любой функции 

ер Е B(rl х ~п х ~{) при достаточно больших значениях параметра 
п1 справедливы равенства 

f ер("-')(х, t)Bn1 (v)"'))ua(x, t)µ@ dx 0 dt = 

!1x1Rn хжt 
(3.12) 

Перейдем к вычислению слабой невязки разностного мето

да (3.5), (3.6) с учетом соотношений (3.11), (3.12). Естествен
но, предполагается, что условия, обеспечивающие справедливость 

этих соотношений, выполнены. Для этого достаточно положить, 

что значения параметра п 1 последовательно пробегают натураль
ные числа, а компакты М1 образуют счетную последовательность, 
исчерпывающую rl. Последняя существует в силу предположе

ний теоремы. Умножим тождество (3.5) на пробную функцию 

ер ЕВ 00 (rl х ~п х ~i) и проинтегрируем его на rl х ~п х ~i по мере 
µ @ dx 0 dt. Сходимость интегралов в данном случае обусловлена 
локальной суммируемостью всех членов в (3.5). Предполагая n1 и М1 
достаточно большими, получаем 

f { т- 1 [ Хт(t)ер<"')(х, t - т) - ep<"'J(x, t)]и~"')(х, t)-

!lxlRп xlR{ 

п 

-h- 1 L [ ep<"'J(x + hejsgn(v)"'\ t) - ep<"'J(x, t)] [v)"')[u~"')(x, t)
j=l 

(3.13) 

где функциях" ( t) равна 1 при О ~ t ~ т, а при остальных аргументах 
обращается в нуль. 
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Разложим по формуле Тейлора до второй производной включи

тельно конечные разности для функции tp в этом выражении, что 
о 

возможно из-за включения tp Е В=. Таким образом, подставляя 

указанные разложения в (3.13), имеем 

/ [-tp~w) (х, t) + ~tp~~) (х, 17)]u~w) (х, t)µ ® dx ® dг 
ПхIRп xIRi\[O,т) 

/ { t [tp~~)(x, t) + ~tp~~~1 (~1' t)] v;"')u~"')(x, t)-
+ J=l 

ПхIRп xlR1 

-tp(w)(x, t)S(w)(u(·)(x, t)) }µ ® dx ® dг 
т 

-т- 1 
/ dt / dx / tp("'\x, t)u~w) (х, t) dµ =О, 
О IRп П 

t - Т ~ 1] ~ t, ~j Е (:rj - h, Xj + h], 1 ~ j ~ n. 

Итак, величина невязки в соответствии с этим выражением опре

деляется следующей формулой: 

6( F) ~ 17 j j ~'Р:~) (х, ry)u';;J (х, t) dt dx µ(Ш,,) + 
т IRп П 

+ / !!_11',(w) (t. t)v(w)u(w)(x t)dtdxµ(dw) + 
2 Ух;х; <.,J' J а ' 

ПxIRn xIRi 
т 

+т- 1 j j j tp(w)(x,t)иr)(x,t)dtdxµ(dш)-
o IRп П 

- / / tp<"'\x,O)u~"')(x,O)dxµ(dш)+ 
IRп П 

+ j j j ")~) (х, t)u';;J (х, t) dt dx µ(Ш,,) 1 + 
О IRп П 

+ 1 / / tp<"'\x, О)и~"')(х, О) dx µ(dш) -
IRп П 

- / / tp(w)(x,O)u6"'\x)dxµ(dш)I· 
IRп П 
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Неравенство (3.10) с учетом неотрицательности функции иа, 

ограниченности производных финитной функции 'Р для первых двух 

слагаемых в выражении для невязки приводит к оценке невязки 

величиной 

О(т + h), 

где постоянная не зависит от параметра метода а. Перейдем к оценке 

остальных слагаемых невязки. Отметим, что справедливо равенство 

и('"')(х t) = 'и('"')(х О) 
а: ' о ' ' 

о~ t < т. 

Учитывая это соотношение в следующей паре слагаемых невязки, 

получаем 

\т- 1 j / / ~(•) (х, t)u~) (x,t) dt dx µ( dы )-
о ffi.п П 

-J J 'P('"')(x,O)u~)(x,O)dxµ(dш)\ ~ 
ffi.п П 

т 

~ т- 1 J J J l'P(w)(x,t)- 'P('"')(x,O)(u~)(x,O)dtdxµ(dш) ~ 
О 1Rп П 

~ тsup('f'tl J J u~'"')(x,O)dxµ(dш) ~ 
1Rп П 

~ тsup('f'tl J J и6w)(x)dxµ(dш) = О(т). 
1Rп П 

Следующее слагаемое оценивается аналогично: 

1] J / ~1"1 (х, t)u~) (х, t) dtdx µ(dы) 1,;; 
О 1Rn П 

~ тsup('f'tl J J Ubw)(x)dxµ(dш) = О(т). 
1Rn П 

Величина в правой части этого неравенства не зависит от пара

метра а приближенного метода. 
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Оценим теперь последнюю пару слагаемых невязки, связанных 

с начальными данными: 

1 f f ср("')(х,О)и~"')(х,О)dхµ(dш) -! f cp(w)(x,O)u6"')(x)dxµ(dш)I ~ 
1Rп n 1Rп n 

~ sup \ер\ j j 1хt';х~;еп2 (и6"')(х)) - и6w)(x)Jdxµ(dш). 
1Rп n 

Правая часть этого неравенства стремится к нулю для любых 

последовательностей компактов М1 и М2 , исчерпывающих соответ

ственно пространства П и 1Rn, при условии что n2 __, оо. Итак, 

выбирая таким образом параметры метода а и устремляя т, h к нулю 
при соблюдении условия Куранта (3.6), устанавливаем стремление 
невязки метода (3.5) к нулю. Тем самым установлено свойство слабой 
аппроксимации разностного метода (3.5), (3.6) (определение 2.3). 
Сочетая это свойство со слабой устойчивостью метода ( определе
ние 2.5), заключаем, что он сходится к функциональному решению 
задачи Коши (3.1), (3.2) (теорема 2.1). Утверждение доказано. 8 

Очевидные по своей важности приложения этой теоремы к зада
чам, связанным с кинетическими уравнениями Больцмана и Смолу

ховского, рассматриваются ниже. 

§ 4. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 
ПРОСТРАНСТВЕННО НЕОДНОРОДНЫХ УРАВНЕНИЙ 
БОЛЬЦМАНА,СМОЛУХОВСКОГО 

Теорема 3.2. Пусть интенсивности столкновений частиц Ф в опера
торах столкновений Больцмана и Смолуховского (1.5), (1.8), (1.9) 
являются локально ограниченными борелевыми симметричными 

неотрицательными функциями, а начальные данные задачи Коши -
суммируемые неотрицательные функции на множестве П х 1Rn. Пред
положим, что скорость свободного переноса v - борелева локально 

ограниченная вектор-функция. Тогда задача Коши (3.1), (3.2) обла
дает глобальным неотрицательным функциональным решением, ко

торое является пределом аппроксимаций, определенных разностным 

методом (3.5), (3.6). 

Доказательство этой теоремы практически полностью повторяет 

схему доказательства теоремы 3.1, и поэтому его детали опускаем. 
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Главным моментом является проверка условий сохранения, дисси

пативности и положительности для упомянутых выше операторов 

столкновений, сформулированных в определениях 3.1-3.3. 

Теорема 3.3. Пусть рассматривается пространственно однородная 
задача Коши (3.1), (3.2) с операторами столкновений Больцмана 
и Смолуховского (1.5),(1.8),(1.9) в с.Лучае измеримого неотрица
тельного симметричного ядра Ф, обладающего свойством локальной 

ограниченности (т. е. функция Ф ограничена на каждом компакте). 
Предположим, что начальная функция является неотрицательной 

и суммируемой. Тогда указанная задача Коши, рассматриваемая как 

задача (3.3), (3.4) со скоростью свободного переноса v =О, обладает 
глобальным неотрицательным функциональным решением, которое 

включается в класс корректности, порождаемый предельными точ

ками разностной схемы (3.5), (3.6) в тихоновской топологии. 

Доказательство очевидным образом сводится к теореме 3.2, если 
положить начальные данные пространственно неоднородной поста

новки равными произведению пространственно однородных началь

ных данных на характеристическую функцию компакта ненулевой 

лебеговой меры в координатном пространстве х Е IRn. Вложенная 
таким образом пространственно однородная задача в задачу (3.1), 
(3.2) удовлетворяет условиям теоремы 3.2. При этом на указанном 
компакте пространственных переменных решение не зависит от про

странственных переменных и мы прямым вычислением находим, 

что оно соответствует определению функционального решения про

странственно однородной задачи. 

§ 5. УРАВНЕНИЯ С МАЛЫМИ НАЧАЛЬНЫМИ ДАННЫМИ 

В ряде случаев использование специфических начальных данных ио 

в задаче Коши для уравнения больцмановского типа (3.1) позволяет 
установить разрешимость этой задачи в целом в классе обобщенных 

(соболевских) решений. В частности, этому способствует свойство 
локальной устойчивости решения, тождественно равного нулю (ва
куума), всегда являющегося решением уравнений больцмановско

го типа. Ниже доказывается разрешимость в целом интегральной 

формы упомянутой задачи Коши в классе непрерывных функций 

при соблюдении специального условия согласования действия опе

раторов S и L. Оператор L считаем производящим для группы или 
полугруппы Tt, действие которой определим ниже. 
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§ 6. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА, УСЛОВИЯ СОГЛАСОВАНИЯ 
ОПЕРАТОРОВ СТОЛКНОВЕНИЯ И СВОБОДНОГО ПЕРЕНОСА 

Пусть f2 - локально компактное метрическое пространство, 

I;~ = {t Е 1R1: О::;:; t::;:; а}, 

Пространство П х L;a, О ::;:; а ~ оо снабдим топологией произ
ведения. Обозначим Сь,а, О ::;:; а ::;:; оо, пространство ограниченных, 
непрерывных на П х L;a вещественных функций, которое снабдим 

нормой 

llfll" = sup lf(w, t)I. 
!JxE" 

def С На пространстве Сь = ь,о введем отношение частичного по-

рядка~' полагая !1 ~ f 2 , если в каждой точке w Е П выполняется 
неравенство 

fi(w) ~ f2(w). 

Неотрицательные функции f ~О образуют конус С"(;. Для функ
ций t..p Е Сь символом d( t..p) обозначим носитель функции t..p. 

Определение 3.5. Однопараметрическая полугруппа 

преобразований 
Tt: Сь ____, Сь, t Е JR+ 1 

линейных 

считается принадлежащей классу SG+, если она оставляет инвари
антным конус С"(; (т. е. Tt сохраняет отношение порядка ::=:), и для 
каждой функции 

f Е U Сь,а 
суперпозиция Tt о f (., т) ( w) является непрерывной функцией по сово
купности аргументов (w, т, t) в топологии произведения П х JRf х JRf. 

Определение 3.6. Однопараметрическая группа линейных преоб-
разований 

Tt: Сь ____, Сь, t Е 1R1, 

считается принадлежащей классу Q+, если 

Пусть группа {Tt} принадлежит классу SQ+ или Q+. С по
ложительной полуорбитой {Ttt..p} tEIR;t" элемента t..p Е С"(; свяжем 
пространства функций 

Ва(Ч?) = 
= {f Е Сь,а: ~а(!) Е JRf, [f(w, t)[::;:; aTt('P)(w), О::;:; t::;:; а, w Е П}, 
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которые снабдим структурой банахова пространства посредством 

нормы 

11!11~ = sup sup l(Tt(<,e)-1 (w))f(w, t)I. 
tEE.,. wEd(Tt('P)) 

Положим В(<р) def Во(ср). Ограниченные шары в Ва(<,е) обозна-
чим 

Ba(cp,r) = {f: llJll~ ~ r, r ~О}. 

Пусть на множестве D С Сь определено отображение 

S: D--+ Сь, 

подчиненное требованиям согласования с полугруппой {Tt} Е SG+: 

3ср Е с:: U Ba(Tt(ЧJ)) с D; 
tEffi.;" 

при каждом значении t ~ О отображение 

является локально липшиц-непрерывным, т. е. 

sup llS(u) - S(v)\\~t'P(\\u - v\\~t'P)- 1 = L(r, t) < оо; (S2) 
u,vEBo(Tt<p,r) 

при значениях аргументов r ~ О, t ~ О; 

S(O) =О. (Sз) 

§ 7. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ 

На фазовом пространстве Сь рассматривается уравнение (аналог 
интегральной формы пространственно неоднородной задачи Коши 

для уравнения больцмановского типа) 

t 

ft = Ttf(O) + / Тt-т о S(fт) dт, t ~О, ft def J(., t). (3.14) 

о 

Определение 3.7. Назовем решением уравнения (3.14) непрерыв
ную при t ~О, w Е П функцию f(w, t), обращающую равенство (3.14) 
в тождество. 

В следующей теореме устанавливаются условия, обеспечивающие 

однозначную разрешимость уравнения (3.14) при всех t ~ О, когда 
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оператор 8 и полугруппа {Tt}tEJR+ Е 8G+ согласованы посредством 
условий (81), (82), (8з). 

Теорема 3.4. Пусть однопараметрическая полугруппа 

{Tt}tEIR{ Е 3с+ 

и оператор 8 удовлетворяют требованиям (81 ), (82 ), (83 ), причем 
локальная постоянная Липшица L(r, t) в условии (82 ) мажорируется 

приr? О, t? О функциейq(r, t), суммируемой поt Е IR{ при каждом 
значении параметра r ? О. Если для любой функции f Е Ва('Р) 
суперпозиция 8(!) принадлежит пространству Ба( ер) \/а ? О, то 
для каждого r ? О можно указать неотрицательные числа ro, 
д такие, что в случае J(O) Е В0 (Т8 ср, r 0 ) уравнение (3.14) имеет 
единственное решение f Е В00 (Тбср, r). Связь между величинами r, 
r0 , д может быть задана соотношениями 

+оо 

Л = J q(r,т)dт < 1, ro ~ r(l -Л), 
8 

rEIR{, r 0 EIR{, дЕ!R{. 

(3.15) 

Теорема 3.5. Пусть в дополнение к условиям теоремы 3.4 однопа
раметрическая группа {Tt}tEIR Е с+, а оператор 8 удовлетворяет 
требованию 

\/а, r Е IR{ 3h(a, r) Е IR{: 8(!) + fh? О, 

Vf? О, f Е U Bo(Ttcp,r). 
O~t~a 

Тогда решение уравнения (3.14), указанное в теореме 3.4, является 
неотрицательным при всех t ? О, если функция f (О) ? О. 

Пример 3.1 (кинеmи-ческое уравнение Волъцмана для псевдо
максвелловских молекул). Пусть пространство аргументов имеет 

вид 

!1={(v,x):vERз, xERз}=R5. 

Однопараметрическая группа {Tta }tEIRi, а Е 1Rз, задана следующим 
соотношением: 

Группа {Tta} соответствует движению частиц единичной массы 
в JR3 под действием постоянной силы с потенциалом (а, х) 

dx dv 
dt = v, -=-а. 

dt 
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Больцмановский оператор столкновений частиц определен форму

лой (1.5). 
Для того чтобы удовлетворить теореме 3.4, примем требования: 

1 °. Функция Ф, определяющая интенсивность столкновений ча
стиц, ограничена и непрерывна; 

2°. ip(v,x) = ехр [-а(х - v(З- ~а/32 )2], где а, (3-положительные 
числа. 

Действие однопараметрической группы свободного переноса ча

стиц Tta на функцию <р определено формулой 

Tt<p = ехр [-а ( х - v(t + (3) - ~a(t + (3)
2

) 

2

] (3.16) 

Проверим выполнение условий согласования, накладываемых 

на оператор столкновений и группу свободного переноса. Непосред

ственно из формулы (3.16) следует, что группа свободного переноса 
сохраняет отношение порядка на пространстве Сь. Для каждой функ-

ции 

f Е U Сь,сr 
crEll!.t 

суперпозиция Tt (! (., . , т)) ( v, х) является непрерывной функцией аргу
ментов v, х, t, т. Таким образом, группа {Tta} Е а+. 

Для функции <р Е с;, определенной соотношением 2°, банаховы 
пространства В" ( <р) приобретают следующее конкретное содержание: 

Всr(Ч') = {! Е Сь,сr: llJll~ = sup lf(v,x,t)lx 
(v,x)Ell!.5 
O~t~u 

х ехр [а (х -v(t + (3) - ~a(t + (3)
2

) 

2

] < 00 }• 

т. е. функции из Ест ( <р) удовлетворяют оценке 

lf(v,x,t)I,,;; Кехр [-а (x-v(t+(З)- ~a(t+f3) 2)
2

], 
где К - неотрицательная постоянная. Принимая требования 1 °, 2°, 
проверим условия согласования (81)-(8з). 

Поскольку пространства Bcr(Tta'P) состоят из функций, принадле
жащих области определения оператора столкновений Больцмана 8в, 

то условие (81) выполнено. 
Перейдем к проверке условия (82). Пусть и, v Е Ba(Tta'P), т. е. 

lиl, lvl,,;; К ехр [-а: (х - v(t + (3) - ~a(t + (3)
2

) 

2

], 
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где К - неотрицательная постоянная. В силу выполнения законов со

хранения полного импульса и кинетической энергии при столкновении 

пары частиц имеем 

v' + v~ = v + v1, 
12 1 2 2 2 

V + V1 = V + V1, (3.17) 

откуда следует тождество 

(Соотношения ( 3.17) рассматривались в гл. 1, например в рамках 
модели парных столкновений бильярдных шаров, см. рис.1.2.) 

Значит, для функции и Е Ba(Tta'P) выполняется оценка 

JSв(u)i(v,x) J (: 87ГМ J ехр [-а ( х - v1(t + /3) - ~a(t + /3)
2
) 

2

] dv1 х 
IR 

х ехр [-а (х -v(t + /)) - ~a(t + /))2
) 

2
] (JJuJJ~,'P) 2 , 

где М = sup JФJ. Выполняя интегрирование, получаем 

87Гs;2 М а -з/2 
JSв(u)l(v,x) J (: (t + (J)З Х 

Х ехр [-а ( х - v(t + /3) - ~a(t + /3)
2
) 

2

] (JJuJJ~t'P) 2 , 
следовательно, 

167Г 5 / 2 ма-3!2 r 
(: (t+/3)3 =L(r,t). 

Таким образом, отображение 

(3.18) 

является локально липшиц-непрерывным и выполняется условие (S2). 
Очевидно, Sв(О) = О, т. е. справедливо условие (Sз). Итак, условия 

согласования Sв и Tta имеют место. Локальная постоянная Липшица 
оператора Sв 

167Г5 /2 ма-3!2 r 
L(r,t)= (t+/))з , t)O, 

обладает всеми свойствами, указанными в условии теоремы 3.4. 
Остановимся на проверке последнего требования теоремы 3.4, 

связанного с принадлежностью функции Sв(f) пространству Ва('Р), 
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если функция f находится в том же пространстве. В силу оценки (3.18) 
для f Е Ви ( <р) справедливо неравенство 

(3.19) 

Следовательно, осталось убедиться в непрерывности суперпозиции 

Sв(f(., х, t))(v) по тройке аргументов (v, х, t) Е Rз х Rз х Е . Отметим, 
что из требования непрерывности функций Ф(v, v1 , q) и "1 вытекает 
непрерывность подынтегрального выражения в формуле для значения 

оператора Sв(f). Для доказательства непрерывности упомянутых ин

тегралов по ( v, х, t) достаточно установить их равномерную сходимость 
относительно изменения этих параметров на компактах в простран

стве Rз Х Rз х Еи. Для функций f Е Ви ( <р) справедлива оценка 

lf(v, х, t)J ~К exp(-')'v2
), JJxJJJRз ~ Х, t Е Eu, (3.20) 

где постоянные К, 'У> О определяются значениями величин 

llfll~, о:, {3, а, rJ, Х. 

Таким образом, подынтегральное выражение в операторе столк

новений Больцмана оценивается при JJxJJJRз ~ Х, t Е Еи следующим 
выражением: 

1 2 1 2 2 2 K[exp(-')'v ) exp(-')'v1 ) + exp(-')'v ) exp(-')'v1 )], 

где К~ неотрицательная постоянная, и кроме того, 

v, V1 Е Rз, JJxJJJRз ~ Х, t Е Еи. 

Итак, 

\ / ( v, v1, В) [!( v', х, t)f ( v~, х, t) - !( v, х, t)f ( v1, х, t)] dv1dB\ ~ 
llOllJR3 =1 

llv1 lllRз )R 

/ 
llv11i1R3 )R 

JJxJJJRз ~ Х, t Е Eu, 

с некоторой постоянной С. Поскольку 

/ ехр( -')'vi) dv1 -> О, R -> оо, 
llv11i1R3 )R 

то интегралы в выражении для оператора столкновений Больцма

на сходятся равномерно относительно изменения параметров ( v, х, t) 
на компактах в пространстве Rз х Rз х Е"' поэтому делаем заклю
чение о непрерывности суперпозиции S в (f (., х, t) ( v)) по указанным 
аргументам. Сочетая это утверждение с оценкой (3.19), устанавливаем 

4-5673 
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принадлежность суперпозиции Sв(J) пространству Ва('Р), если в этом 
пространстве находится функция f. Итак, полагая в соответствии 

с обозначениями теоремы 3.4 

167Г5/2 ма-3/2т 

q(т, t) = (t + ,6)3 , 

можно воспользоваться ее результатом для уравнения Больцмана 

в интегральной форме, которое однозначно разрешимо в простран

стве В=('Р), если имеют место условия 1°, 2°. При этом начальная 
функция f (о) удовлетворяет неравенству 

1/0)1 ~то ехр[-а(х - v,6- а~
2

) 1 
где связь между постоянными выбирается из соотношения 

А = 87Г5 / 2 М а -3/ 2 т,в- 2 < 1, то ~ т(l - А) Vт ? О. 

На решении уравнения Больцмана выполняется оценка 

lf(v,x, t)I ~ техр[-а(х - v(t + ,6) - ~a(t + ,6)
2
) 1 

t? О, v Е :IR3, х Е :IR3. 

Если дополнительно предположить, что функция Ф ;;?: О, то 

неотрицательной начальной функции соответствует неотрицательное 

единственное решение интегрального уравнения Больцмана при всех 

t? О (утверждение теоремы 3.5). 

Впервые утверждения такого типа для уравнения Больцмана 

кинетической теории газов были получены Bellomo и Toskani [188]. 

§ 8. СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА, ОПРЕДЕЛЕННОГО 
ПРАВОЙ ЧАСТЬЮ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ ТИПА ВОЛЫЕРРА 

Нижеследующее доказательство теоремы 3.4 основано на рассмотре
нии отображения 

определенного формулами 

1jJ = Ф(f), 
t 

1/Jt = Ttf(o) + / Тt-т о S(f т) dт, О ~ t ~ и. (3.21) 

о 

Отметим здесь важность требований теоремы 3.4 о принадлежно
сти суперпозиции S(f) пространству Ва(ЧJ), ибо в этом случае f яв
ляется непрерывной ограниченной функцией из пространства Сь,а, 
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а в силу требований на Tt суперпозиция Тt-т о S(f т) -непрерывная 
функция. Пусть К(wо)-компактная окрестность точки Wo Е n. 
Таким образом, Тt-т о S (f т (.)) ( w) является равномерно непрерывной 
функцией на компакте 

K(wo) х {(т,t): О:( т :( t, t ЕЕ}. 

Значит, интеграл 

t J Тt-т о S(fт(.))(w) dт 
о 

является непрерывной функцией параметров (w, t), т. е. значения 

оператора Ф лежат в пространстве непрерывных функций по ар

гументам (w, t) Е П х l::ст· Покажем теперь, что Ф(!) Е Вст(ср). Для 
этого воспользуемся тем, что S(f) Е Вет( ер), т. е. имеет место оценка 

JS(fт)I:::;; JJS(f)JJ~Tт(cp), о:::;; т:::;; а. 

Поскольку {Tt} Е SG+, то из предыдущего неравенства следует 

ITt-т о S(fт)I:::;; СТt-т о Тт('Р) = CTt(cp), о:::;; t:::;; а, 

с некоторой постоянной С. Интегрируя по времени, получаем 

откуда вытекает оценка 

sup [Tt('P)]-1 1/t Tt-тoS(fт)dтl :(С, 
cvEd(T,<p) 

о,;;,t,;;,ст о 

означающая, что Ф(f) Е Вст(ср). 

Лемма 3.4. Пусть выполнены условия теоремы 3.4. Если 

f(o) Е Во(Тб(ср),rо), f Е Вст(Тб(ср),r), б ~О, 

то для функции ф = Ф(!) справедливо неравенство 

ст 

JJ'ФJJ:f0 c'P) :( ro + r J q(r, т + б) dт, (3.22) 

о 

и, следовательно, при выполнении соотношений (3.15) шар 
В00 (Тб(ср),r) инвариантен относительно отображения Ф для на
чальной функции J(O) Е Во(Тб(ср), ro). 
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О В силу формулы (3.21) имеем 

t 

l'Фtl :( Tt(lf(O)I) + J Tt-r о IS(f)ldт, О:( t :(а. (3.23) 

о 

Условия леммы гарантируют выполнение неравенств 

Сочетая условия (S2 ), (S3 ), получаем 

sup llS(u)\\~,'P [\\и\\~,'Р]- 1 ~ L(r, t) :( q(r, t), r ~О, t ~О. 
иЕВо(Т,<р,r) 

Заменяя в этом неравенстве функцию r.p на Тбr.р, имеем 

llS(u)\l~,тw :( q(r, t + д)llи11~,т8 'Р· 

Применим это неравенство к функции f Е Ba(Tб(r.p),r), и, таким 
образом, 

Поскольку 

llJll~тTo<p ~ r, О~ Т :(а, 

ибо f Е Ba(Tб(r.p),r), то 

IS(fr)I ~ q(r,т+д)rTr+б(r.p), О~ т ~а. 

Сочетая это неравенство с (3.23) и (3.24), имеем 

t 

l'Фtl :( roTt(Tб(cp)) + J Tt-r [q(r, т + д)rTr+б(r.p)] dт, 
о 

и, значит, 

Воспользовавшись определением 11ф11 У,8 'Р, получаем 
(]" 

ll'Фllт0 'P ~ ro + r j q(r, т + д) dт, д, а ~ О. (3.25) 

о 
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Этим неравенством обосновывается первая часть утверждения 

леммы. Устремляя значения параметра (]" ___, +оо в соотноше

нии (3.25), приходим к оценке 

00 

llФlln'P ~ ro + r j q(r, т + 8) dт = ro + rЛ. 
о . 

Подчиним величины r, r0 , Л требованиям теоремы 3.4, вследствие 
чего предыдущее неравенство переходит в неравенство 

llФlln'P ~ r, 

что означает 

Ф(!) Е В00 (Т0 (ЧJ), r), если f Е B00 (T0(tp), r). 

Таким образом, шар В00 (То(ЧJ), r) инвариантен относительно отоб
ражения Ф. Лемма доказана. • 

§ 9. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 3.4 

Для доказательства воспользуемся результатом леммы 3.4. 
Выполнение условий (3.15) обеспечивает инвариантность шара 

B00 (To(ЧJ),r) относительно отображения Ф. Установим, что ука

занные условия обеспечивают сжатость отображения Ф на мет

рическом пространстве В00 (То ( ip), r). Для произвольных функций 
и, v Е B 00 (T0 (tp), r) справедливо неравенство 

t 

IФ(и)1, - Ф(v)1tl ~ / Тt-т [IS(u)iт - S(v)1тl] dт, О~ t < оо. (3.26) 

о 

У читывая, что для и, v Е В00 (То ( 'Р), r) выполняется оценка 

имеем 

Uт,Vт Е Во(Тт+о('Р),r), т Е ~t. 

Применяя условие (82 ), получаем 

(3.27) 

и, следовательно, 
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Усилим за счет этого соотношения неравенство (3.26): 

t 

IФ(и)1, - Ф(v)1, 1:::;; Тт+б('Р) J llит - Vтll~т+o('P)q(r, т + б) dт, 
о 

о:::;; t < оо. 

Поскольку 

llит - Vтll~т+o('P):::;; sup llит - Vтll~тн('Р) def llи - vllro(<p)' 
тЕR+ 

то выполняются оценки 

t 

IФ(и)1, - Ф(v)1, 1:::;; Ттн('Р)llи - vllroc"') j q(r, т + б) dт, 
о 

о:::;; t < оо, 
следовательно, 

+оо 

(3.28) 

llФ(u) - Ф(v)iiroc"'):::;; iiu - vliro('P) ! q(r, т) dт = Лllи - vllro('PJ" 
д 

Условие (3.15) гарантирует, что постоянная Л < 1, т. е. отображе-
ние 

- сжимающее. Итак, уравнение (3.14) имеет единственное решение 
в В00 (Т5(ср), r), если выполнены условия теоремы (3.14). Очевидно, 
это решение единственное в классе функций В00 (Т5(ср)). Теорема 
доказана. 

Замечание 3.6. Решение уравнения (3.14) при выполнении условий 
теоремы 3.4 может быть найдено как предел последовательных при
ближений 

t 

ft(п+l) = Ttf(o) + ! Тt-т о S(f~п)) dт, 
о 

t:): O,n:): О, 

где начальное приближение f (О) - произвольная функция из 
Boo(Tii(i.p),r); в частности, для вычислений удобно положить 
начальное приближение совпадающим с начальными данными 

в интегральном уравнении (3.14). 
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§ 10. НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ 
ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ (З.14) 

Для построения неотрицательных решений уравнения (3.14), указан
ных в теореме 3.4, докажем следующую лемму. 

Лемма 3.5. Пусть положительные чис.zш r0 , r связаны соотношени
ем r0 < r. Тогда для функции f(o) Е Во(Т0 (<р), ro) отображение 

Ф: Д,(То(<р),r)---> Ba(To(<p),r), д >О 

является сжимающим при достаточно малом положительном числе 

ст(r,rо,д). 

О Для доказательства леммы воспользуемся оценкой (3.16) при 
О:::;; t:::;; ст, предполагая, что 

и, v Е Ba(T0 (tp), r). 

Таким образом, 

t 

IФ(u)1, - Ф(v)1,I:::;; Тт+о(ЧJ) J llит - Vтll~т+o('P)q(r, т + д) dт, 
о 

о:::;; t < 00. 

(3.29) 

Величину ст > О выберем так, чтобы отображение подчинялось 
требованию 

Существование такого числа ст(r, r0 , д) обеспечивается оценкой 

а 

11Ф(и)llт8 ('1'):::;; ro +r J q(r,т+д)dт, 
о 

установленной в лемме 3.4. Действительно, по условию леммы 3.5 
r0 < r и, значит, при достаточно малом ст(r, ro, д) > О выполнено 
неравенство 

а 

ro + r J q(r, т + д) dт:::;; r, 
о 

что обеспечивает инвариантность шара Ва(Т0 (<р), r) относительно 
отображения Ф. Для такого выбора числа ст(r, r0 , д) достаточно 
удовлетворить неравенству 

а 

! ro 
q(r,т+д)dт:::;; 1- -;:· 

о 
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В этом случае из неравенства (3.29) следует соотношение 

ll Ф( ) _ Ф( )\\a(r,ro,б) ::;:: Л\\ _ lla(r,r0 ,o) 
и v т. ( <р) °"" и v т. ( <р) ' о,:::;; л < 1, 

обеспечивающее сжатость отображение Ф на шаре Ба (Т0 ( 'Р), r). Лем
ма доказана. 8 

Замечание 3. 7. Для доказательства леммы 3.5 достаточно вместо 
суммируемости функции q по переменной т Е JR+ потребовать ее 
локальную суммируемость. 

Следствие 3.1. При выполнении условий теоремы 3.4 для любой 
функции J(O) Е В(Тт('Р)) уравнение (3.14) имеет единственное реше-
ние 

где а - достаточно малое положительное число. В этом случае до

статочно требовать лишь локальную суммируемость функции q. 

Доказательство теоремы 3.5 

D Достаточно установить локальное сохранение свойства положи
тельности решения при положительных значениях времени t, ибо со
четание свойства локального наследования неотрицательности с ре

зультатом теоремы 3.4 позволяет утверждать неотрицательность 
решения в целом при всех t ;;:: О. 

Рассмотрим оператор 

S: Bo(Tt(<p),r)---+ B(Tt('P)), О,:::;; t,:::;; а, 

определенный формулой 

S(f) = S(lfl) + lflh - ! h, 

где постоянная h выбрана для семейства шаров 

U Bo(Tt('P), r) 
O~t~a 

в соответствии с условием (84 ). Рассмотрим вопрос о разрешимости 

уравнения 
t 

ft = Ttf(O) + / Тt-т о S(f т) dт, t ;;=: О, (3.30) 

о 

на шаре Ba(<p,r) при достаточно малом положительном а 
и llJ(OJll,,, < r. Для этой цели воспользуемся следствием 3.1 
в случае операторов, у которых постоянная Липшица в условии (82 ) 

на шаре Bo(Tt('P), r) оценивается величиной L(r, t) + 2h, где L(r, t) -
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локальная постоянная Липшица оператора S на указанном шаре. 
Таким образом, учитывая требования теоремы 3.4 на оператор S, 
заключаем, что оператор § имеет на Bo(Tt(<p),r) постоянную 
Липшица, локально суммируемую на пространстве JR+. В силу 
следствия 3.1 при любой функции 

f(o) Е В(Тт(<р)),. т ?<:О, 

уравнение (3.30) имеет единственное решение f Е Д,(Тт(<р)), где а
достаточно малое положительное число. В частности, если r0 < r, то 
при достаточно малом а > О решение f Е Д,(Т7 (<р), r), если j(o) Е 
В0 (Тт(<р), r0 ). По условию (84 ), входящему в требования теоремы 6.2, 
в этом случае справедливо соотношение 

S(lftl) + lftlh ?<:О, О~ t ~а. (3.31) 

Из тождества (3.29), выполняющегося при О~ t ~а, следует, что 
t t 

T_t(ft) + h f Т_т(fт) dт = f(O) + f Т_т [S(\Jтl) + lfтlh] dт, t ?<:О. 
о о 

В силу (3.31) подынтегральное выражение справа неотрицатель-
ное, а все суперпозиции под символом интегралов непрерывные. 

Значит, 
t ?<: о, 

и потому 

ft ?<: Ttf(o) exp(-ht), t ?<: О. 

Правая часть последнего неравенства неотрицательная, если 

J(o) ?<: О. Итак, на построенном решении уравнения (3.30) спра
ведливо тождество \ft\ = ft, из которого следует S(ft) = S(ft), 
О~ t ~ (j. Значит, решение уравнения (3.30) совпадает с решением 
уравнения (3.14) при О ~ t ~ (j' которое, таким образом, является 
неотрицательным. Теорема доказана. • 

§ 11. ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ 
ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ 

Простейшей математической моделью для задач физической кинети

ки является задача Коши (3.1), (3.2) в пространственно однородном 
случае 

дf~:(t) = 3(w)(f(.)(t)), w Е П, t Е IRT, 
flt=O = fo, 

(3.lo) 

(3.2о) 
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для плотности функции распределения частиц f(w, t). Уравне
ние (3.1 0 ) будем рассматривать как обыкновенное дифференциаль
ное уравнение в банаховом пространстве Li(µ) (т. е. на совокупно

сти классов эквивалентности суммируемых по абсолютной величине 

функций на множестве r2 по регулярной борелевой мере µ) 

d~~t) = S(f), t > О. (3.32) 

На множестве Li (µ) введена структура банахова пространства 
с нормой 

llJllµ der \IJI, µ). 

Производная d~~t) отображения t f---> f ( t), t > О определяется 

условием 

llf(t + h) - f(t) - h d~~t) 11µ = o(h), h---> О. 
Вероятностная природа рассматриваемых задач определяет есте

ственный класс решений уравнения (3.32) в конусе неотрицательных 
классов Lf(µ) С Li(µ). 

Для описания эволюции конкретного ансамбля кинетических 

пространственно однородных систем к уравнению (3.32) следует 
добавить начальную плотность распределения 

flt=O =!(О) Е Lf (µ), (3.33) 

и, таким образом, приходим к рассмотрению задачи Ко

ши (3.32), (3.33) в конусе Lf (µ) [33]. 

Теорема 3.6. Пусть оператор столкновений 

обладает свойством µ-сохранения или диссипации, а также свой

ством положительности с постоянной Н, общей для каждого шара 

B+(r) = {!: llJllµ ~ r}. 

Пусть оператор S является локально липшиц-непрерывным, т. е. на 
каждом шаре B+(r) справедливо соотношение 

sup llS(f) - S(g)llµllJ - gl\;1 
= L(S, r) < оо. 

f,gEB+(r) 

Тогда для любой начальной функции j(O) Е Li(µ) существует 
единственное решение задачи Коши (3.32), (3.33). На этом решении 
(в соответствии со свойствами оператора S - диссипации или со

хранения) убывает или сохраняется неизменным значение интеграла 
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(J(t), µ). При этом указанное решение можно получить как предел 
в норме 1\.11µ, следующих итераций: 

t . 

fп+i = f(O) exp(-Ht) + / ехр [-H(t - т)] {S(!п) + fпН} dт, 
о 

п;;;: о, t;;;: о, 

(З.34) 

где начальное приближение fo задается произвольным кусочно

непрерывным отображением t f--; fo Е B+(r). Сходимость итера
ций fп равномерная на каждом отрезке О:,;; t:,;; Т. 

Замечание 3.8. Решением уравнения (3.32) называем гладкое отно
сительно нормы ll·llJL отображение t ,__. f(t) из R+ в Lt(µ), обращаю
щее (3.32) в тождество. 

Замечание 3.9. Описанный в теореме 3.6 класс задач содержит урав
нение Больцмана для псевдомаксвелловских молекул, исследованное 

впервые Моргенштерном (250], и уравнение Смолуховского с ограни
ченной интенсивностью взаимодействия частиц, рассмотренное Мел

заком [244-248]. 

Замечание 3.10. Из предположений теоремы 3.6 следует равенство 
S(O) =О. 

Действительно, в силу условия положительности имеем 

s(o) +он;;;: о, 
т. е. S(O) ;;;: О, но в силу соотношения диссипации выполняется 
неравенство ! S(O)µ(dш) :,;; О 

n 

и, значит, почти всюду на П выполняется соотношение S(O) =О. 

Замечание 3.11. Аналог итерационного процесса (3.34) впервые 

для кинетических уравнений применен Т. Карлеманом (88] и Д. Мор
генштерном (250) в случае кинетического уравнения Больцмана. В от
личие от последнего итерационный метод (3.34) обладает нелокальной 
сходимостью. 

Замечание 3.12. Если оператор S обладает свойством сохранения 
и на начальном приближении f о выполнено тождество 

(fo(t), µ) = (fo(O), µ), 

то для последующих приближений fn, п ):: 1, справедливо такое же 
соотношение 

(fп(t),µ) = (fo(O),µ), п):: 1. 
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Замечание 3.13. Если же при t ):0 выполнено неравенство 

(fo(t),µ) ~ (fo(O),µ), 

то на каждой итерации выполняется неравенство 

(f n(t), µ.) ~ (fo(O), µ), t): О, n =О, 1, ". 

О Обозначим LiT)(µ) пространство непрерывных отображений 
t 1----> f(t) из R+ в Li(µ) при О ( t ( Т, которое снабдим нормой 

llfll~т) = sup llf(t)\\µ· 
o,,;;t'(T 

Функции из пространства Liт) (µ), принадлежащие при фиксирован
ных О::::;; t::::;; Т шару B+(r) = B(r) n Li(µ), обозначим вf'J(r). 

Фиксируем произвольную точку g Е B+(r) и рассмотрим отобра-
жение 

определенное соотношением 

t 

R 9(f) = gexp(-Ht) + f exp[-H(t - r)] [S(f) + f Н] dr, 

о 
(3.35) 

о::::;; t::::;; т. 

Отметим некоторые важные свойства определенного таким обра

зом семейства отображений { R9 }. 

а) При каждом g Е B+(r) выполняется свойство 

б) Если справедливо неравенство 

(f(t), µ) ::::;; (g, µ), t ~о, 

то в этом случае 

(R9 (f)(t),µ) ( (g,µ), t ~О. 

в) Если оператор S обладает свойством µ-сохранения и 

(f(t),µ) = (g,µ), t ~о, 

то при t ~ О выполнено тождество 

(R9 (f)(t), µ) = (g, µ). 
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Перечисленные свойства отображения R9 получаются непосред

ственным интегрированием выражения (3.32). Следствием указан

ных свойств служит инвариантность шара вf') ( r) для отображения 
R9 при g Е B+(r). 

d) При любых g Е B+(r), <р, 'l/J Е вlт)(r) при целых неотрица
тельных n выполняются следуIQщие неравенства: 

ll!R;(<p) - R;('Ф)](., t)JIµ ~ 2rmin { [К~(t]п, 1}, 

t;? о, 

с постоянной 
K(r) = L(S,r) + Н. 

(3.36) 

Установим справедливость неравенства (3.36). Из неравен

ства (3.35) получаем следующую оценку при t;? О: 

t 

ll[R9 (ip) - R9 (?/>)](., t)!Iµ ~ ! [llS(<p) - S('l/J)IJµ + Hll'P - '!/JIJµ] dт. 
о 

Таким образом, имеет место неравенство 

t 

ll[R9 (<p) - R 9 (?/>)](., t)!Iµ ~ K(r) ! ll'P - Фllµdт, t?: О. 
о 

Воспользовавшись инвариантностью шара B+(r) для отображе
ния R9 в сочетании с этим неравенством, окончательно имеем 

11 [R,( <р) - R,( ф )](., t)llµ <; min {К (r) i 11'1' - Фllµdr, 2r}, t ;;> О. 
о 

Применяя математическую индукцию по степеням отображения 

n;? О, убеждаемся в справедливости свойства d). 
Рассмотрим произвольный шар вf'J(r) при r ;? llJ(O)llµ· Отоб

ражение R1(o) переводит этот шар в себя. Из соотношения (3.36) 
следует сжатость степени Rj<o) при достаточно большом показате
ле n, и по теореме о неподвижной точке [94] существует единственное 
решение уравнения f = R1(o) (!). 

Таким образом, выполняется тождество 

t 

f = f(o) exp(-Ht) + / ехр[-Н(t- т)] [S(f) + f Н] dт, 
о 

О~ t ~ Т. 
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Непосредственным дифференцированием этого тождества убеж

даемся, что функция f - решение задачи Коши (3.32), (3.33) при 
о~ t ~ т. 

Отметим, что итерационный процесс (3.34) можно записать в еле-
дующем виде: 

f п = RjcoJ Uo), п Е N. 

Применяя по индукции соотношения из свойств с), d), устанав
ливаем наличие неравенств и тождеств, указанных в формулировке 

теоремы для итераций fп, п Е N. Поскольку для неподвижной точки 
отображения R1co) выполнено равенство 

f = Rf(O) (!), 

то, применяя неравенство (3.36), получаем оценку 

. { [K(r)t]n } 
11/п - Jllµ ~ 2rmш п! , 1 , t ~о, п ~о, 

из которой следует равномерная сходимость итерационного про

цесса (3.34) на каждом конечном отрезке времени. Теорема дока
зана. 8 

Замечание 3.14. Утверждение теоремы 3.6 распространяется на за
дачи, где оператор S обладает свойствами сохранения или диссипации, 
но при этом параметрически зависит от времени t. Можно учесть 
также наличие в физической системе источников частиц, распреде

ленных с плотностью q(w, t), записывая правую часть уравнения (3.32) 
в виде S(f) +q. В этих случаях в формулировке теоремы 4.1 требуется 
равномерная ограниченность локальных постоянных Липшица для S 
относительно t на каждом конечном промежутке О ~ t ~ Т, а 

функцию q следует положить неотрицательной из класса LiT) (µ). 
Подчеркнем, что постоянная Н в условии положительности должна 

быть общей для параметрически зависящего от времени семейства 

операторов S на каждом конечном промежутке изменения времени t. 

Замечание 3.15. Если известна асимптотика f(., t) решения f зада
чи (3.32), (3.33) при t ---+ +оо, то, сочетая ее с итерационным процес
сом (3.34), можно получить равномерную сходимость приближений fn 
к решению f при О~ t < +оо, полагая 

- l 
fn+1(.,t) = R 1(o)Cfo), О~ t ~ n+ 1, 

](., t), t > n + 1, n = О, 1, ... , 

где неотрицательные целые величины ln определяются из условия 
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В этом случае уклонение приближения f п от решения f зада
чи (3.32), (3.33) оценивается сверху величиной 

йп = sup \\f(., t) - f(., t)\[µ· 
t;;,n 

Поскольку 
lim \\f(., t) - f(., t)\\µ =О, 

t-++= • 

то справедливо равенство 

lim йп =О 
n-+cxo 

и, следовательно, приближения f п равномерно сходятся к функции f 
при t Е IRi. 

Отметим, что для решений пространственно однородного урав

нения Больцмана асимптотикой является максвелловское распреде

ление [23, 88, 177, 178, 179], а для решений уранения коагуляции
распределение f =О ([31, 32]). 

§ 12. РЕГУЛЯРИЗУЕМЫЕ ЗАДАЧИ 

Перейдем к построению итерационного процесса решения задачи 

Коши (3.32), (3.33) в случае, когда для оператора S нарушаются 
условия гладкости, сформулированные в теореме 3.6. 

Рассмотрим оператор 

S: Li(µ)-+ Li(v), 

предполагая выполненным включение Li(µ) С Li(v), а также 
считаем, что для оператора S выполняется соотношение сохранения 
или диссипации относительно меры v. 

Определение 3.8. Назовем задачу Коши (3.32), (3.33) с оператором 
S: Li(µ)-+ Li(v) регул.яризуе.моu, если существует последователь
ность операторов 

обладающих свойством сохранения или диссипации относительно 

меры v, таких, что 
1) при каждом номере n Е N для операторов 

условия теоремы 3.6 на конусе Li(v); 
2) последовательность решений {/п}пЕN задачи 

df 
dt = Sп(f), t > О, 

flt=O = f (О) Е Lt (µ ), 

Sп выполнены 

(3.37) 
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компактная в пространстве LiT)(v) при любых J(o), Т > О, 
причем каждая предельная точка этой последовательности 

является решением задачи Коши (3.32), (3.33) с оператором S. 

Построение итерационного метода решения регуляризуемой за

дачи (3.32), (3.33) опирается на следующее утверждение (33]. 

Лемма 3.6. Пусть (И, р) - полное метрическое пространство, на ко
тором действует последовательность равностепенно сжимающих 

операторов 

Ап: И ---> И, п Е N, 

т. е. постоянные сжатия для операторов Ап не превосходят величины 

О:::;; q < 1. Пусть последовательность неподвижных точек Хп, п Е N, 
отображений Ап сходится к некоторой точке х Е И. Тогда точках 

может быть найдена как предел итераций 

Хп+1 = Ап+1(хп), n =О, 1, ... , 

где начальная точка х0 Е И выбирается произвольно. 

Замечание 3.16. Достаточным условием сходимости точек Хп явля
ется поточечная сходимость отображений Ап на И. 

Действительно, это является непосредственным следствием того, 

что предел А = limп_,00 Ап является сжимающим отображением 
на пространстве (И, р) (так как по условию теоремы операторы Ап 

обладают общей постоянной сжатия О :::;; q < 1). Обозначим непо
движную точку х = А(х). Тогда 

р(х, Хп) = р(А(х), Ап(Хп)) :::;; 
:::;; р(А(х),Ап(х)) + р(Ап(х),Ап(х)):::;; 

-:::;; с:+qр(х,хп) 

(последнее неравенство выполнено при достаточно больших значе

ниях п). Таким образом, для больших п 

Е 
р(х,хп):::;; -

1
--, 
-q 

что доказывает утверждение. 

О Справедливы неравенства 

р(хп+1, х) :::;; р(Ап+1 (хп), Хп+1) + р(хп+1, х) = 

= р(Апн(хп),Апн(хпн)) + р(хп+1,х) п =О, 1, ... 

В силу равностепенной сжатости отображений Ап имеем 

р(хпн,х) :::;;qр(хп,Хп+1)+р(хп+1,х):::;; 

:::;; qр(хп, х) + (1 + q)р(хпн, х). 



§ 12. Регуляризуемые задачи 113 

Выберем номер n достаточно большим, чтобы при m ~ О для про
извольного положительного с выполнялись неравенства 

(1 + q)р(хпн, х) < с. 

Тогда для k ~ 1 справедливо соотношение 

Индукцией по номеру k ~ 1 устанавливаем, что 

Устремляя с---> О, k ---> оо, получаем, что р(хп, х) --->О при n---> оо. 
Лемма доказана. 8 

Теорема 3.7. Пусть регуляризуемая задача Коши (3.32), (3.33) 
с оператором S: Li(µ) ---> Li(v), имеет единственное решение f 
с начальным значением 

Тогда это решение может быть получено как предел в норме 11.ll~T) 
следующих итераций: 

fп+i = R~n(Jп), n Е N, 

где Rn - оператор (3.35), записанный при g 
степени Ап определяется из условия 

[Кп(r)Т]Лп ~ 
Лп! "' q < 1, n Е N, 

(3.38) 

f (О); показатель 

(3.39) 

в котором величина Кп(r) определяется для оператора Sn аналогич
но такой же постоянной K(r) в соотношении (3.36). 

О Условие (3.39) обеспечивает равностепенную сжатость отображе-
ний 

R~п: вf)(r) _, вf)(r) 

в норме 11. 11 ~Т)_ Единственность решения решения задачи Ко
ши (3.32), (3.33) обеспечивает сходимость неподвижных точек отоб
ражений R~п к этому решению. Из леммы 3.6 следует сходимость 
итераций (3.38) к функции f. Теорема доказана. 8 

Отметим, что условиям теоремы 3.7 удовлетворяют простран
ственно однородные задачи для уравнений Больцмана и Смолухов

ского, рассматривавшиеся в [30, 31, 88]. 
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§ 13. СХОДИМОСТЬ ИТЕРАЦИЙ ВО ВЛОЖЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

В этом разделе выделяется класс операторов столкновений со свой

ством µ-сохранения или диссипации, для которых итерации (3.34) 
сходятся к решению задачи (3.32), (3.33) в более сильных нормах, 
чем 11·11µ, что важно с вычислительной точки зрения [34, 48]. 

Рассмотрим цепочку вложенных пространств 

(3.40) 

таких, что нормы 11.lluk, k ~О, определенные на пространствах Uk, 
удовлетворяют неравенствам 

(3.41) 

где kп - положительные постоянные вложения. Положим 

ограниченные шары в пространстве и: обозначим 

в+(k,r) = {f Е и:: llflluk:::;; r}; 
относительный радиус r1,k(r) шара в+(k, r) в пространстве И1 , l:::;; k, 
определим соотношением 

r1,k(r) = sup llfllи1· 
fEB+(k,r) 

Символом B:j ( k, r) обозначим непрерывные отображения 
t f-+ f(.,t) Е в+(k,r), О:::;; t:::;; Т, 

множество которых снабдим нормой 

11·11~) = sup ll·lluk. 
O~t~T 

Определение 3.9. Пусть оператор 

S: Ufi----+ Ио 

такой, что образ его сужения Slu+, k Е N, принадлежит про-
k 

странству Uk. Назовем этот оператор квазилинейнiы.м на цепочке 
вложенных пространств (3.40), (3.41), если для каждого номера 
k ~ О можно указать такую неотрицательную функцию !'k(P), 
неубывающую и ограниченную при О :::;; р < +оо, что для r > О 
выполняется неравенство 



§ 13. Сходимость итераций во вложенных пространствах 115 

Теорема 3.8. Пусть оператор 

S: И(j ~Ио 

удовлетворяет условиям теоремы 3.6 и является квазилинейным 
на цепочке вложенных пространств (3.40), (3.41). Предположим, 
что его сужение S/u+ при k ?;: О· является локально липшиц-

k 

непрерывным, т. е. на каждом шаре в+(k, r) выполнено соотношение 

sup llS(ip) - S(Ф)lluk llФ - ФllИ~ der Lk(r) < оо. 
<p;фEB+(k,r) 

Тогда задача Коши (3.40), (3.41) при начальной функции 

f(O) Е и:, k?;: 0, 

имеет единственное решение f, которое при каждом t ?;: О принад
лежит конусу и:. Это решение можно получить как равномерный 
предел итераций (3.34), причем на любом отрезке времени О~ t ~ Т 
справедлива оценка 

llf - fпll~) ~ mk(~), п?;: О, 
т. 

где ограниченная неотрицательная величина mk(T) определяется 
локальной постоянной Липшица оператора S на шаре в+ ( k, r), 
содержащем начальную функцию f (О) и начальное приближение 
f 0 (., t) при О~ t ~ Т, а такжедлинойотрезкавремениТ и значением 
постоянной Н, которая используется в итерациях (3.34). 

Метод доказательства теоремы 3.8 в основном повторяет до
казательство теоремы 3.6. Поэтому подробное доказательство ее 
проводить не будем, а укажем, что утверждение теоремы получается 

применением математической индукции по номеру итераций, а затем 

по номеру k оценок норм llR;(Л!I~) из следующей леммы. 

Лемма 3. 7. Пусть оператор S - квазилинейный на цепочке вложен

ных пространств (3.40), (3.41) и для каждой функции g Е в+(k, r) 
справедливо неравенство 

sup supjJR;(f)jj~) < оо, r?;: О. 
fEB+(O,r) п~О 

Тогда для каждого k Е N и любой функции g Е в+(k,r) выполня
ются неравенства 
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О Отметим, что для функций 

g Е в+(k + 1,r), f Е B(r)(k + 1,r), 

при О :( t :( Т справедлива оценка 

llR;(Лll~~ 1 :( exp(-Ht){r+::Yk(rk,k+1(r)) х 

х j exp(Hт)llf(., т)llи,+, dт}, 
о 

где 

::Yk(rk,k+l (r)) = !'k(rk,k+1 (r)) + Н. 

(3.42) 

Рассмотрим последовательность значений норм 11 R; (!) 11 ~), 
п Е N. Предположим, что при некотором k?: О выполнено неравен-
ст во 

sup supllR;CЛll~) = р < оо. 
fEB+(k,r) п;;,о 

Тогда из неравенства (3.42) получаем 

t 

llR;(f)(., t)lluk+
1 

:( r + ::Yk(P) /llR;- 1
(/)(., т) lluk+

1 
dт, 

о 

О :( t :( Т, п Е N. 

Таким образом, имеет место оценка 

Применяя математическую индукцию по номеру k?: О, устанав-
ливаем утверждение леммы. Лемма доказана. • 

Проиллюстрируем утверждение теоремы 3.8 на примере урав
нения Смолуховского (уравнение (3.10 ) с оператором столкновений 
(1.8)). Предположим что в этом уравнении ядро Ф является сим
метричной, неотрицательной, ограниченной функцией на JR.t (усло
вия теоремы существования и единственности Мелзака (245, 246]). 
Поскольку оператор столкновений Смолуховского (1.8) обладает dы 
свойством диссипации, то положим, что L 1 (µ) = Ио - пространство 
суммируемых функций на множестве n = JR.t. 

Рассмотрим цепочку вложенных нормированных пространств Uk, 
k ?: О, которые снабдим нормами 

llflluk = sup lf(w)I + /с1 + w + w2 + ... + wk)lf(w)ldw, k?: О. 
wEffi.+ 

1 ш.t 



§ 13. Сходимость итераций во вложенных пространствах 11 7 

Для применения теоремы 3.8 отметим, что для ш, w1 ~ О 

при k Е N справедливо неравенство 

(ш + w1) + ... + (ш + w1)k ~ wk + ш~ + 
+ А(k)(ш + ш2 + ... + wk-I )(w1 + шf + ... + ш~- 1 ), 

(3.43) 

где А(k)-натуральное число. Для оп_ератора Смолуховского (1.8) 
получаем 

Х / (w1 + шf + ... + шf)[f(ш1)[dш1, k ~О, с= [[Ф[[оо·· 
IRt 

Положим 

Очевидно, S(f) = [!, !]Ф. При k =О имеем оценки 

sup /[f,g]Ф(w)/ ~ 
wEIRt 

Сочетая оценки (3.44) и (3.45), получаем неравенство 

(3.44) 

w E~t, 

(3.45) 

где постоянная А1 = (3/2)A(k). Следовательно, выполняется соот
ношение 

sup [[S(f)[lин 1 i[fl[f.J1 ~ Ai sup l/f//uk = Airk,k+1(r), 
в+(k+l,r) k+l в+(k+l,r) 

k ~о, 
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и, значит, оператор Смолуховского (1.8) с ограниченным ядром Ф
квазилинейный на цепочке пространств uk. 

Усилим оценку (3.45): 

\\[f,g]Ф\\и. ~ A1\\f\\u.\\g\\u., k ~О. 

Поскольку справедливо тождество 

[f, fJФ - [g, g)Ф = [f - g, f + g)Ф, 
то из (3.46) получаем оценку 

\IS(f) - S(g)llи. ~ A1(llfllи. + llgllи.)11! - gllи., k ~О, 

(3.46) 

т. е. оператор столкновений Смолуховского (1.8) при сделанных 
предположениях о ядре слияний частиц Ф локально липшиц

непрерывный. Следовательно, для уравнения Смолуховского в этом 

случае выполняются условия теоремы 3.8 и оно имеет решение 
в каждом конусе Иi; при t ~ О, если этому конусу принадлежит 
начальная функция. Указанное решение можно получить как предел 

итераций (З.34) в норме 11-11~), k ~ О, при каждом положительном Т. 



Глава 4 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ГАЗА, ОБРАЗУЮЩЕГО 

КОНДЕНСИРОВАННУЮ СТРУКТУРУ 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

В этой главе рассматривается модель разреженного газа, состоящего 

из одинаковых частиц, столкновения между которыми возможны 

лишь в том случае, когда векторы скоростей двух налетающих 

частиц ориентированы ортогонально друг другу. В этом случае 

выполняются законы сохранения импульса и кинетической энергии 

для пары сталкивающихся частиц. Покоящиеся частицы системы 

порождают структуру, которая является своеобразным «конден

сатом» неподвижного вещества. Для описания динамики такого 

газа предложено кинетическое уравнение и выполнены вычисли

тельные эксперименты, подтверждающие соответствие выбранной 

модели и прямого моделирования методом Монте-Карло процесса 

указанных столкновений. Приводится схема моделирования явления 

путем случайного розыгрыша (метод Монте-Карло). Тестируется 

сходимость результатов вычислительного эксперимента к точным 

решениям кинетического уравнения и решениям, полученным с по

мощью разностных схем. 

В физике высоких энергий в последние годы особый интерес 

вызывает моделирование условий возникновения конденсированной 

материи. Такого рода задачи возникают в процессе математического 

моделирования массопереноса в ядерно-энергетических установках 

при наличии сталкивающихся потоков вещества. В частности, од

ним из важнейших направлений применения рассмотренных моде

лей для уравнений Власова-Лиувилля-Больцмана-Смолуховского 

с разрывными полями скоростей течения вещества является за

дача исследования процессов образования конденсированной мате

рии в международном проекте физики высоких энергий свм1 J 
(Compressed Baryonic Matter) [197], получаемой при столкновении 
пучков частиц в ускорителе на тяжелых ионах. В физике высоких 

энергий эти исследования также связаны с исследованием фазо-

l) http://www.gsj.de-documents-DOC-Feb-447-1.pdf.url 
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вых переходов, ведущих к образованию конденсированной материи 

при лобовых столкновениях ядер в ускорителях тяжелых ионов. 

Особый интерес вызывают фазовые переходы, которые, как 

ожидается, произойдут при высоких температурах и (или) высоких 

барионных плотностях. Эти фазы играли важную роль в ранней 

Вселенной и, возможно, существуют в ядрах нейтронных звезд [270]. 
В связи с указанными выше проблемами в этой главе исследу

ется специальная модель газа, частицы которого взаимодействуют 

по схеме, предложенной в работах (62, 63]. 
Особый интерес вызывает возможность имитационного моде

лирования динамики системы сталкивающихся частиц на основе 

метода Монте-Карло. Спецификой предложенной модели является 

образование конденсированной структуры, состоящей из частиц, 

неподвижных относительно центра масс системы частиц, которые 

не участвуют во взаимодействиях. Для рассматриваемой системы 

предложено кинетическое уравнение больцмановского типа. 

Вычислительный эксперимент демонстрирует сходимость резуль

татов моделирования к аналитическим решениям и приближенным 

решениям, полученным с помощью разностных схем. 

§ 2. КИНЕТИЧЕСКОЕ УРАВНЕНИЕ 

Эволюция физических систем, состоящих из статистически боль

шого количества элементов, сталкивающихся в процессе движения, 

в некотором смысле, локально, моделируется обобщенным простран

ственно неоднородным кинетическим уравнением Больцмана, рас

смотренным в гл. 2, 3: 

:/( v, х, t) + d~v( vf( v, х, t)) = 5(v) (!(., х, t)), ( 
4
.l) 

v Е 1Rn, t Е JRi, х Е 1Rn, 

где подлежащая отысканию одночастичная функция распределе

ния f характеризует среднее количество частиц в момент времени 
t ~ О в точках, принадлежащих элементу фазового пространства 

dx Х dv Е П = 1Rn Х 1Rn. 

Величины v Е 1Rn определяют скорость движения частиц физи
ческой системы между столкновениями, т. е. скорость свободно

го переноса, оператор S - оператор столкновений. Если фазовое 

пространство частиц П не содержит пространственных координат, 

т. е. одночастичная функция распределения f не зависит от х, то 
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кинетическое уравнение (4.1) становится пространственно однород-
ным: 

:tf(v, t) = 3(v)(f(., t)). (4.2) 

При построении математической модели процесса соударений 

частиц на систему налагают следующие предположения физического 

характера /60, 61]: 
1. Все частицы системы имеют одинаковые массы т >О. 
2. В столкновениях участвуют только пары частиц, имеющих 

ортогонально направленные скорости в системе отсчета центра 

масс множества частиц, рассматриваемого в рамках модеJ.IИ. 

3. При столкновениях выполняется закон сохранения импульса 
и кинетической энергии. 

Таким образом, в силу законов сохранения скорости сталкиваю

щихся частиц v Е .!Rn и и Е .!Rn в предлагаемой модели преобразуются 
по следующему закону: 

{ 

v' = v +и, 

и' =0, 

(v, u)Rn =О, 

(4.3) 

где символ «Штрих» относится к скоростям частиц после столкнове

ния. Величина 
п 

(v, u)Rn = L::Vkuk 
k=l 

- декартово скалярное произведение в пространстве IRn. Таким 
образом, в процессе такого столкновения обязательно образуется 

покоящаяся частица, которая, по существу, выбывает из последую

щих взаимодействий, ибо в данной модели при столкновении с такой 

частицей происходит обмен импульсами. 

Основываясь на физических соотношениях баланса количества 

частиц в элементе фазового объема в соответствии с рассуждениями 

Л. Больцмана /16, 179] и Т. Карлемана [88], примененными при полу
чении кинетического уравнения теории газов, запишем кинетическое 

уравнение (4.1) для рассматриваемого случая. Для простоты сна
чала рассуждения проведем в пространственно однородном случае 

для дискретного фазового пространства П, позволяющем выявить 

структуру оператора столкновений. А затем распространим рассуж

дения на непрерывное фазовое множество, включая пространствен

но неоднородную модель. 
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§ 3. ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОРОДНАЯ МОДЕЛЬ. 
ДИСКРЕТНОЕ ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО 

Рассмотрим фазовое пространство П, состоящее из счетного набора 

векторов 

П = { v1 , v2
, ... , vn, ... } С IRn 

таких, что для каждой пары ортогональных векторов vi, vi, при
надлежащих П, их сумма vi + vJ тоже принадлежит П. Кроме того, 
предположим, что вектор О Е П. Таким образом, отображение ( 4.3) 
преобразует скорости каждой пары сталкивающихся частиц из мно

жества Пво множество П. Предположим, что со скоростью vi в мо
мент времени t в системе имеется N(vi, t) Е z+ частиц. Очевидно, 
что закон столкновений (4.3) оставляет количество частиц в системе 
неизменным. Поэтому для всех значений времени t справедливо 
тождество 

где N - число частиц в системе. Положим, что N >> 1 и определим 
величину 

(4.4) 

Рассмотрим среднее изменение количества частиц ЛN(vi, t) 
в рассматриваемом элементе фазового пространства vi Е П за 
промежуток времени Лt > О. Очевидно, 

(4.5) 

Это изменение порождено двумя явлениями. Во-первых, в эле

мент vi Е П поступали частицы, приобретающие скорость vi за счет 
парных столкновений частиц, имеющих скорости vi - vJ и vJ такие, 
что 

(vi - vj, vj)lRn =О. 

Этот процесс назовем «рождением» частиц. Вклад процесса рож

дения в величину ЛN обозначим дN+. Во-вторых, из рассматри
ваемого состояния исчезают частицы за счет парных столкновений 

с частицами системы, находящихся в других состояниях. Этот про

цесс назовем «гибелью» частиц и его вклад обозначим дN-. Таким 

образом, баланс изменения количества частиц равен 

Предположим, что вероятность столкновения пары частиц, имею

щих скорости vi и vJ, имеет вид 
i j -1 i j -

P(v ,v ,Лt) = ЛtN Ф(v ,v )бo,(vi,v;)R" ~ 1, (4.6) 
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где 8а,ь - символ Кронекера, выделяющий в формуле ( 4.6) только 
ортогональные пары скоростей; функция Ф(v,и) = Ф(и,v) ) 0-
заданная интенсивность столкновений. Вычислим вклады рождения 

и гибели частиц, исходя из гипотезы Больцмана о «хаосе» (88, 178, 
179]. Это означает, что среднее число появившихся частиц со скоро
стью vi =!= О за время Лt определяется су~мой актов рождения таких 
частиц при столкновениях всех возможных пар частиц, имеющих 

скорости vk и v1: 

. 1 " ЛN+(v', t);:::::: "2 ~ 
k,l: vk+v1=v' 

vk ,v1#0 

Р( vk, v1
, Лt)N( vk, t)N( v1, t), 

vi =!= О. 

(4.7) 

Коэффициент ~ в этой формуле связан с тем, что в сумме 
каждая пара частиц участвует дважды. Очевидно, формула ( 4. 7) 
преобразуется к виду 

лN+(vi,t);:::::~ L P(vi-vk,vr,Лt)N(vi-vk,t)N(vk,t), 
vkEЩD (4.8) 

vi =f. О. 

Вычислим теперь величину ЛN-( vi, t) nри значении скорости 
vi =f. О, пользуясь аналогичными соображениями. В результате 
получаем 

ЛN-(vi,t);:::::: L P(v\vi,Лt)N(vk,t)N(vi,t), 
vkEf2\0 (4.9) 

Сочетая соотношения (4.5), (4.8), (4.9), получаем 

1 ;:::::2 L P(vi-vk,vk,Лt)N(vi-vk,t)N(vk,t)-
vkEf2\0 

- L P(vk, vi, Лt)N(vk, t)N(vi, t), 
vkEf2\D 
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и с учетом условий (4.4), (4.6), имеем 

f N( vi, t + Лt) - f N( vi, t) >=::: 

{1'"""' i k k- i k k Лt 2 ~ Ф(v -V ,v )i5o,(vi-vk,vk)RnfN(V -v ,t)fN(v ,t)-
vkE!1\0 

- L Ф(vk,vi)80,(vi,vk)111.nfN(Vk,t)fN(vi,t)}, 
vk Е!!\О 

Формальным предельным переходом в этом выражении в пред

положении, что существуют пределы 

fN(vi,t) ___, f(vi,t), 

fN(vi,t+Лt)-fN(vi,t) _,!!_f( i) 
дt дt v ,t' 

при N ___, оо, дt ___,О получаем для функции f уравнение 

Рассмотрим теперь отдельно точку v = О. Каждая сталкиваю

щаяся пара частиц по закону (4.3) порождает покоящуюся частицу. 
Число частиц, которые за промежуток времени дt переходят в со

стояние со скоростью v = О, определяется суммой по всем парам 

частиц: 

дN+(o,t) >=::: ~ L L P(vk,v1 ,дt)N(vk,t)N(v1 ,t). 
vk Е!!\О v 1 Е!!\О 

В то же время в силу закона столкновений (4.З) значение 

дN-(vi, t) равно О. Следовательно, на основании предположении 
о хаосе в системе получаем соотношение 

ЛN(O,t) >::::: ~ L L P(v\v1 ,дt)N(vk,t)N(v1 ,t). 
vkE!!\O v1E!1\0 
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Повторяя вышеприведенные рассуждения о предельном переходе 

N ____, оо, Лt ____,О, и учитывая соотношения (4.4)-(4.6), имеем: 

(4.11) 

Таким образом, формулы (4.10) и (4.11) задают искомое про
странственно однородное кинетическое уравнение вида (4.2). Опера
тор столкновений S в данном случае определяется правыми частями 
уравнений (4.10), (4.11). Таким образом, 

s~)(f) = бо,v~ L L Ф(vk,vi)'Jo,(vi,vk)RJ(vk)f(vi) + 
vkE!J\O v'ЕП\О 

- {1""" k k- k k +(1-до,v) 2 L..,, Ф(v-v ,v )дo,(v-vk,vk)Rпf(v-v )f(v )-
vkEП\O 

""" k- k } - L..,, Ф(v,v )дo,(v,vk)Rпf(v )f(v) ' 'v'v Е n. 
vkE!J\O 

(4.12) 

Замечание 4.1. Суммы в правой части формулы (4.12) являются 
разновидностью преобразования Радона [253]. 

Отметим, что кинетическое уравнение (4.10), (4.12) является 

разновидностью дискретных уравнений Больцмана [23]. 

Теорема 4.1. Пусть функция f достаточно быстро стремится к ну
лю, когда v2 ____, оо, а функция Ф локально ограничена на про
странстве 1R2n· Тогда для локально ограниченной на множестве 1Rn 
функции 'Р( v) справедливо равенство 

L tp(v)S(v)(f) = 

vЕП 

= ~ L L [tp(O) + tp(vk + vi) - tp(vk) - tp(vi)] х 
vk ЕП\О v'ЕП\О 

(4.13) 

k i - k i 
Х Ф(v ,v )дo,(v',vk)Rпf(v ,t)f(v ,t). 

Следовательно, оператор столкновений (4.12) имеет сумматор-
ные инварианты 

tp(v) = 1, rp(v) = v, tp(v) = v2
, 

соответственно, отвечающие законам сохранения массы, импульса 

и кинетической энергии: 

(4.14) 
vЕП vЕП vЕП 
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Доказательство этого утверждения получается прямым вычис

лением вышеуказанных сумм с учетом закона столкновений ( 4.3) 
и требования симметричности интенсивности столкновений 

Ф(v,и) = Ф(и,v)?: О. 

Для отыскания вида оператора столкновений в случае фазового 

пространства П = lRп удобно использовать слабый предельный 

переход в выражении (4.13) по последовательности дискретных мер 
J(h)(dv), сосредоточенных на дискретных фазо.вых пространствах 
Пh с lRп, слабо сходящихся к абсолютно непрерывной мере. Поло

жим в формуле (4.13) фазовое пространство П = Пh. Пусть задана 

непрерывная функция f(v), 'Vv Е 1Rn· Определим набор величин 
{!1, f2, ... , fп, ... } в формуле (4.13), полагая 

fi = f(vi)hi, hi >О. 

Функции f сопоставим меру µh ( dv), определенную на подмноже
ствах в 1Rn следующим образом: 

f г---> µh(dv) def L fiдv,(dv), (4.15) 
v'EПh 

где дv' - мера Дирака на фазовом пространстве 1Rn, сосредоточенная 
в точке vi Е Пh. Параметр h-это набор положительных коэффи
циентов h = {h1, h2, ... , hп, ... }, выбор которых свяжем ниже со 
свойствами слабой сходимости мер (4.15) к абсолютно непрерывной 
мере 

µCЛ(dv) = f(v) dv. 

При помощи формулы (4.13) определим меру-оператор столкно
вений S(dv) на мерах вида (4.15). С учетом соотношения (4.15) 
выражение (4.13) приобретает следующий вид: 

J cp(v)S(dv)(µh(dv)) = 

1Rn 

1 ! (4.16) -
2 

{JRn \О} Х {!Rn \О} 

Х Ф(v, v1)бo,(v,v 1 )Rnµh(dv) ® µh(dv1). 

На декартовом произведении 1Rn х 1Rn рассмотрим ( 2п - 1 )-мерное 
многообразие Радона 

?R = 2п-1 (4.17) 
= {(u,v) Е 1R2n: (u,v)JRn =О, и# О, V #О, и Е 1Rn, и Е 1Rп}· 
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Тогда интеграл в правой части равенства (4.16) преобразуется 
в интеграл по многообразию Радона ( 4.17): 

= ~ср(О) J Ф(v, v1)µh(dv)·@ µh(dv1) + (4.18) 
~2п-1 

+~ J [cp(v + v1) - cp(v) - cp(v1)]Ф(v, v1)µh(dv) 0 µh(dv1). 

~2п-1 

§ 4. ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОРОДНАЯ МОДЕЛЬ. 
ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО n = Rп 

Формула (4.18) является ключевой для получения вида оператора 
столкновений S в случае непрерывных переменных v Е 1Rn. 

Пусть рассматривается последовательность дискретных фазовых 

пространств Пh. Предположим, что последовательность мер (4.15) 
µh ( dv) слабо сходится на некоторой последовательности параметров 
h ---+О к мере µU)(dv), абсолютно непрерывной относительно меры 
Лебега dv на пространстве 1Rn. Слабую сходимость мер будем обо-
значать символом 

Это по определению означает, что для каждой финитной непрерыв

ной функции 

справедливо соотношение 

f cp(v)µh(dv)-+ J cp(v)f(v) dv 

Rп Rп 

на некоторой последовательности параметров h. 

Теорема 4.2. Пусть последовательность мер 

о 

где f Е C(JRп)· Предположим, что функция Ф(v, v1) является 
непрерывной на 1R2n. Тогда после предельного перехода по h -+ О 
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соотношение (4.16) преобразуется в выражение 

lim ! cp(v)S(dv)(µh) def ! cp(v)S(dv)(µ<Л) = 
h__.Q 

=~tp(O) J Ф(v,v1)f(v,t)f(v1,t)dvQ9dv1+ 
~2n-1 

+~ J [cp(v + v1) - cp(v) - cp(v1)]Ф(v, v1)f(v, t)f(v1, t) dv Q9 dv1, 

~2n-1 

и, следовательно, оператор столкновений S(dv)(µ<Л), значение ко
торого для краткости далее будем обозначать как S(dv)(f), имеет 
следующий вид: 

s<dv)(f) = 8a(dv) х 

х { ~ j Ф(v, v1)f(v)f(v1)8o(cos('ll,Vi)) dvdv1} + 
{JRn \О} Х {Ж.п \О} 

+ dv{ ~ J Ф(v - v1, v1)f(v, t)f(v1, t)Jo(cos(v ~v1)) dv1 -

Ж.п \О 

- J Ф( v, v1)f ( v, t)f ( v1, t)бо( cos( 11,Vi)) dv1}. ( 4.19) 

ffi.п \О 

Доказательство теоремы получается прямым вычислением пре

делов с учетом ортогональности скоростей пар сталкивающихся 

частиц. 

Замечание 4.2. В теореме 4.2 требование финитности f Е C(IRп) 
можно заменить на условие достаточно быстрого стремления функции 

f(v)--+ О при v2 --+ оо. 

Замечание 4.3. Оператор столкновений (4.19), соответствующий за
кону взаимодействия частиц (4.3), состоит из двух компонент-син
гулярной (первое слагаемое .в формуле (4.19)), задаваемой атомар
ной мерой Дирака до ( dv), сосредоточенной на покоящихся частицах, 
и абсолютно непрерывной, задаваемой вторым слагаемым в соотно

шении (4.19) с мерой Лебега dv. Сингулярная компонента описывает 
образование конденсированного вещества, состоящего из совокупности 

покоящихся частиц. 

Замечание 4.4. Структура абсолютно непрерывной компоненты опе
ратора столкновений (4.19) аналогична оператору столкновений кине
тической теории коагуляции, разработанной М. Смолуховским [56, 150, 
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259, 260). Таким образом, оператор (4.19) можно трактовать как опи
сание процесса коагуляции импульсов и кинетической энергии при ор

тогональных соударениях частиц (4.3) (абсолютно непрерывная ком
понента), и процесс выделения покоящегося вещества - сингулярная 

компонента, которая в теории коагуляции отождествляется с осадками 

или образованием геля, выделяющегося из дисперсной системы. 

Замечание 4.5. В силу наличия сингулярной компоненты у операто
ра столкновений на абсолютно непрерывных распределениях частиц 

решения уравнений (4.1), (4.2) также должны рассматриваться в клас
сах мер, состоящих из сингулярной и абсолютно непрерывной части. 

При этом сингулярная часть решений уравнений (4.1), (4.2) сосредо
точена на скорости v = О. Таким образом, закон столкновений ( 4.3) 
приводит к необходимости рассмотрения функциональных решений 

уравнений физической кинетики (43, 52), теории которых посвящена 
гл.2. 

Примером решения уравнения (4.2) с фазовым пространством 

v Е 1R2 с оператором столкновений (4.19) при интенсивности столк
новений Ф = 1 является мера, состоящая из абсолютно непрерыв
ной компоненты с нестационарным максвелловским распределением 

и атомарной меры, эволюционирующей при t ----+ +оо к мере Дирака 

бo(dv): 

1 ( v
2 

) t f(dv, t) = 2 ехр ---t dv + -2 --бo(dv). 7Г ( 1 + 2~ ) 1 + 27Г 7Г + t 

Справедливость этого соотношения устанавливается прямой под

становкой его в соотношения (4.2) и (4.19). Приведенная формула 
описывает «перекачку» вещества из подвижной компоненты газа 

в неподвижную. Она является примером функционального реше

ния задачи Коши для уравнения (4.2), (4.19) при непрерывных 
начальных данных (распределение Максвелла) [52]. Очевидно, что 
для этого решения выполняются законы сохранения массы, средний 

импульс равен нулю, сохраняется средняя кинетическая энергия. 

Масса вещества в подвижной компоненте (совпадающая с вероят
ностью обнаружения частицы в подвижной компоненте) равна 

1 
p(t) = 1 + t ; 

27Г 

полная масса неподвижной компоненты (вероятность обнаружения 

частицы в неподвижной компоненте) равна t/(2п + t); температура 
неподвижной компоненты равна нулю. При этом температура газа 

T 0 (t) сосредоточена в подвижной компоненте и растет с течением 

5-5673 
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времени по закону 

T 0 (t) rv 1 + .!:.__ 
27Г 

Выполняется уравнение состояния идеального газа (закон Клапей
рона-Менделеева) Р "' рТ0 • На приведенном решении давление 

Р = const. 

§ 5. ПРОСТРАНСТВЕННО НЕОДНОРОДНАЯ МОДЕЛЬ 

Пространственно неоднородное кинетическое уравнение для модели 

ортогональных столкновений ( 4.3) получается подстановкой опера
торов (4.12), (4.19) в обобщенное уравнение Больцмана (4.1). В соот
ветствии с замечанием 4.3 в случае пространственно неоднородной 
динамики ( 4.1) образуется пространственная структура, состоящая 
из неподвижного вещества в системе отсчета, связанной с центром 

масс газа. Отме'l'ИМ, что характер столкновений частиц (4.3) означа
ет, что с течением времени движущиеся частицы в основном перехо

дят в состояние покоя. То есть в общем случае, когда интенсивность 

столкновений Ф ;;::: const > О, асимптотикой распределения частиц 

по скорости при t ---> +оо является атомарная мера Дирака дo(dv), 
сосредоточенная на значении скорости v =О. С этой точки зрения 
представляет интерес исследование поведения макроскопических 

переменных в рассмотренной модели газа. В частности, из-за по

стоянно возникающей покоящейся массы частиц в силу закона (4.3) 
макроскопическое (гидродинамическое) состояние такого газа есте
ственно рассматривать как бинарную смесь покоящегося конден

сата и скользящей в нем подвижной компоненты. Полная масса 

покоящегося вещества монотонно возрастает с течением времени, а 

его кинетическая энергия и импульс обращаются в нуль. Соответ

ственно, в силу закона сохранения энергии температура подвижной 

компоненты должна увеличиваться с течением времени. 

§ 6. АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 
ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ (4.2), (4.12) 

Для тестирования модели в рамках вычислительного эксперимен

та рассмотрим пространственно однородную задачу, описываемую 

уравнением (4.2) с дискретным оператором столкновений (4.12). 
Положим, что дискретное множество скоростей П лежит в плоско

сти IR2 • Пусть в столкновениях участвовали только те пары частиц, 

у которых ортогональные направления движения и одинаковые 

значения кинетической энергией Ek = 2k-l, k Е N. (Величи
на кинетической энергии частицы массы т равна (1/2)mv2 .) Для 
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удобства вычислений потребуем, чтобы значение массы частицы т 

было равно 2. На каждом энергетическом уровне Ek выделим две 
пары взаимно ортогональных направлений, задаваемых единичными 

векторами 

{ 
е1 = (1, О), 
е2 = (О, 1), { 

ез = (~), 
(-1,1) 

е4 = j2 . 

Интенсивность столкновений частиц определим формулой 

если значения скоростей пары сталкивающихся частиц принимают 

значения vtk = ±,,,/Е;.е1 и vt k = ±,,,/Е;.е2, , 

либо vtk = ±,,,/Е;.ез и vtk = ±,,,/Е;.е4. 

В остальных случаях положим значения Ф(v1 ,v2 ) = О. Зададим 
величину do =О, Ео =О. Таким образом, на каждом энергетическом 
уровне Ek (k -=f. О) имеется восемь значений скорости (с учетом знака 
относительно выбранных четырех направлений), которые участвуют 

в парных столкновениях. Конфигурация расположения скоростей 

на плоскости изображена на рис. 4.1. 
Примем следующие обозначения: 

fo = f(O,t), fi~k = f(vtk,t), k Е N, i = 1,2,3,4. 

Тогда в этих обозначениях с учетом указанных требований 

на функцию Ф, пространственно однородное кинетическое уравне-

+ е1 

Энергетический 
уровеньЕk 

Рис. 4.1. Диаграм:м:а направле
ния ортогональных пар скоро

стей сталкивающихся частиц 
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ние (4.2) принимает сле,лующий вид (4.20), (4.21): 

(4.20) 

dГ 
;/ = dk-113,k-114.k-l - dkl:;,k [1tk + г;,k] , 

dl:k d 1+ 1+ d 1+ [1+ 1- ] & = k-l l,k-l 2,k-1 - k З,k 4,k + 4,k ' 

(4.21) 

dГ 
;~k = dk-111,k-112,k-l - dk13,k [1:k + 14,k] ' 

d1+ 
d~k = dk-1ll,k-11i.k-l - dkl:k [1:k + 1з~k] , 

d1-
d~k = dk-lltk-112,k-l - dk14,k [1:k + 13,k] ' 

k Е N. 

Отметим, что при вычислении выражения в правой части урав

нений (4.21) по формуле для оператора столкновений (4.12) сомно
жители, соответствующие парам ортогональных скоростей при ве

личине dk-l, учитываются дважды и потому коэффициент 1/2 
исчезает в операторе рождения частиц в (4.21). Уравнение (4.20) 
описывает эволюцию неподвижных частиц - конденсированной фа

зы моделируемого газа. Отметим, что уравнения (4.21) отражают 
законы сохранения импульса и энергии при парных столкновениях, 

а уравнение ( 4.20) описывает накопление частиц в состоянии покоя, 
которые не испытывают никаких взаимодействий. 

Выделим специальный класс решений системы уравнений ( 4.21) 
симметричных относительно направления движения частиц. Для 

этого примем, что решение системы (4.21) зависит только от энерге
тического уровня, т. е. 

1Л(t) = 'Pk(t), k =о, 1, 2, .... (4.22) 
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Условием совместности системы (4.21) с видом решения (4.22) 
является следующее соотношение: 

dcpk 2 2 dt = dk-l'Pk-1 - 2dkc.pk, k Е N. (4.23) 

Тогда концентрация газа nk на энергетическом уровне Ek, k Е N, 
вычисляется по формуле 

4 

пk(t) = L: (!i;k + 1i~k) = scpk(t). 
i=l 

Сочетая это выражение с (4.23) и (4.20), получаем следующие 
уравнения для концентраций частиц на энергетических уровнях: 

dnk 1 d* 2 d* 2 dt = 2 k-1nk-1 - knk, (4.24) 

dno _ ~ ~ d* 2 
dt - 2 Ц knk. 

k=l 
(4.25) 

Отметим, что соотношения (4.24), (4.25) определяют закон сохра-
пения полной кинетической энергии в системе: 

00 00 

если сходится ряд в правой части этого тождества и при условии 

сходимости ряда 
00 

L Ekd'kn~(t). 
k=l 

Замечание 4.6. Если на каждом энергетическом уровне размещается 
N* пар не пересекающихся ортогональных направлений для столкно
вения частиц, то в формулах (4.24) величина dk определяется соотно
шением d'k, = ~. dk. В рассмотренном примере N* = 4. 

Отметим, что система уравнений (4.24) является частным случа
ем уравнения Смолуховского: 

dnk 1 k-1 оо 
dt = 2 L Dk-i,ink-ini - L Dk,inkni, k Е N, 

i=l i=l 

(4.26) 

для которого разработана подробная теория, см. [56]. Таким образом, 
модель ортогональных столкновений (4.3) самым тесным образом 
связана с теорией коагуляции Смолуховского. Уравнение Смолухов

ского (4.26) можно рассматривать как вариант модели (4.2), (4.12), 
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когда рассматриваются распределения частиц, зависящие только 

от кинетической энергии. При этом концентрации nk ( t) описывают 
вероятность обнаружения частицы на соответствующем энергетиче

ском уровне. 

Уравнение Смолуховского (4.21) для энергетического уровня 
Е1 - это уравнение Бернулли; соответственно имеем аналитическое 

решение: 

(4.27) 

Концентрации на последующих уровнях подчиняются рекуррент

ной последовательности уравнений Рикатти, которые имеют неот

рицательное решение при всех t ~О, если начальные данные nk(O) 
неотрицательные. 

§ 7. КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ДИСКРЕТНОЙ МОДЕЛИ (4.2), (4.12) 

Для компьютерного моделирования процесса ортогональных столк

новений частиц применен алгоритм повторных розыгрышей столк

новений, разработанный в работе [62] и оказавшийся весьма эф
фективным для моделирования процессов коагуляции. В качестве 

теста использовался пример дискретной модели (4.2), (4.12), рас
смотренный в предыдущем разделе. Одновременно проводилось 

сравнение значений концентраций частиц nk(t) на энергетических 
уровнях Ek = 2k-l, k Е N, полученных методом имитационного 
моделирования столкновений частиц при условиях § 3 гл. 4, а также 
аналитическим решением (4.27) и разностным решением уравнений 
Рикатти (4.24) по схеме Эйлера. 

Алгоритм имитационного моделирования ортогональных 

столкновений на плоскости. Частицы занумерованы натураль

ными числами 1 :::::; i :::::; N, N ~ 1. Каждому номеру i могут 

соответствовать величины скорости 

vi Е {vl,k = (v~'k,v~k)} Е 1R2, 

определенные в § 3 гл. 4, см. рис. 4.1. В каждый момент времени 
состояние системы задается количеством частиц, имеющих скорость 

vl,k, соответствующую направлению е1 на энергетическом уровне 
Ek· Ниже для удобства каждый элемент v допустимого множества 
скоростей {vl,k = (v~'\v~'k)} будем называть ячейкой Dv· 

Пусть значения времени t принимают дискретные значения 
tn = пт, п Е z+, т > 0. 
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Частицы в момент времени tn могут участвовать в парных 

взаимодействиях по закону ортогональных столкновений (4.3). Ак
ты парных столкновений и изменение скоростей при столкновении 

разыгрываются следующим образом. Рассмотрим множество д, со

стоящее из пар номеров частиц (i,j), 1 ~ i < j ~ N. В каждый 
момент времени tn разыгрываются независимые случайные величи
ны nCs) (tп) со значениями в д. При этом вероятность выбора пары 

Р { 1!"(s)(tn) = (i,j)} = d2 , 1 ~ S ~ Q(N), 
N 

где величина Q(N) определяет количество повторных розыгрышей 
в данный момент времени. Возможные пары сталкивающихся частиц 

в момент времени tn выберем как значения набора 

{ 7!"(s) (tп)} ~~~), 
накладывая дополнительное ограничение: если хотя бы один из 

номеров, входящих в пару 7!"(s) (tп) при s ~ 2, входит в одну из пар 

7!"(1)(tп), ... '7!"(s-l)(tn), 

то для пары nCsJ(tn) закон преобразования скоростей (4.3) в момент 
времени tn не происходит. Тем самым исключаются многократные 
взаимодействия для каждой частицы в момент времени tn. 

Возможность преобразования скоростей для выбранных выше

указанным способом пар номеров сталкивающихся частиц опреде

лим розыгрышем совокупности независимых случайных величин 

1Ji,j(tn), (i,j) Е д, принимающих два значения: О и 1. Значение О 
означает запрет преобразования скоростей, а 1 - наличие преобра

зования скоростей (4.3) для пары частиц с номерами (i,j) в мо
мент времени tn. Розыгрыш этих значений подчиним следующим 
правилам. Значения случайной величины 1Ji,j ( tn) задаются условной 
функцией распределения 

P{17i,j(tn) = 1} = Ф(vi,vj)т ~ 1, 

P{1Ji,j(tn) =О}= 1-Ф(vi,vj)т, 

где О ~ Ф(vi,vJ) = Ф(vJ,vi)-интенсивность передачи импульса 
в паре сталкивающихся частиц (i,j) Е д с ортогональными скоро
стями vi и vi, заданная в § 3 гл. 4. 

Если пара (i,j) Е д выбрана, и значение 1]i,j(tn) равно 1, то 
значение ортогональных векторов скоростей для выбранной пары 

преобразуется по закону (4.3): 

vi(tп) r--+ vi(tп) = vi(tп) + vJ(tп), 

Vj (tп) r--+ vJ (tп) =О. 
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При этом значения скоростей остальных частиц в системе оста

ются неизменными. Если же rJi,j(tn) =О, то значения скоростей для 
всех частиц системы остаются неизменными. Указанная процедура 

выполняется для всех пар выбранных номеров последовательным 

перебором значений nC1)(tn), ... , n(Q(N))(tn)· 
Рассмотрим числа заполнения ячейки Dv: 

N 

( ) 
def ~-

Nv tn = 6 дv,v'(tn)· 
i=l 

Положим 

(t ) def (Nv(tп)) 
Uv,N п N , (4.28) 

- средняя концентрация частиц в ячейке Dv в момент времени tn 
(средняя относительная доля частиц системы из N частиц, имею

щих скорость v в момент времени tn)· Среднее значение относится 
к независимым реализациям описанного алгоритма. 

Обоснование сходимости этого алгоритма к решению систе

мы (4.20), (4.21) при числе частиц N -----> оо полностью аналогично 
методам работ [58, 62] и рассматривается в гл. 5. 

Рассмотрим теперь случай, когда в начальный момент времени 

все частицы системы помещены в ячейки энергетического уровня 

Е1 . Предположим, что все восемь ячеек этого уровня заполне

ны одинаковым количеством частиц. В соответствии с формула

ми (4.24), (4.25) обозначим nk,N концентрацию частиц на энергети
ческом уровне Ek, которая получается суммированием концентра
ций (4.28) по скоростям v, для которых v2 = Ek· 

Теорема 4.3. Пусть интенсивность взаимодействия частиц 

Ф = dk ~ О, k Е N, 

определяемая требованиями § 3 гл. 4, такова, что значения dk = О 

при k > k0 . Предположим, что число повторных испытаний для вы

бора пары сталкивающихся частиц Q(N) подчиняется условию 

Q(N) 
-л------> 00 

при N ----. оо. Тогда средние концентрации nk,N(tп) подчиняются 
разностной задаче 

nk,N(tn+1) = nk,N(tn) + Т [~dk-ln~-1,N(tn) - dk,n~,N(tп)] + 

+тО(N-1 ), kEN, (4.29) 

n1,N(O) = 1, nk,N(O) =о, k =1- 1, (4.30) 
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аппроксимирующей систему уравнений Смолуховского (4.25), где 
оценка () является равномерной относительно tn. 

Доказательство этого утверждения проведем в гл. 5 в более об
щем случае. 

Следствие 4.1. При N ---+ оо значеция концентраций nk,N рав

номерно сходятся к решению разностной схемы Эйлера для си

стемы (4.25). Поскольку при ko ---+ оо решение уравнений (4.25) 
с финитной функцией dk = dk()(ko - k) (где Jk :;::: О не является 
финитной функцией) сходится к решению этой же системы с функ

цией взаимодействия частиц dk =:: Jk, то описанный в настоящем раз
деле алгоритм имитационного моделирования сходится к решению 

уравнений (4.20), (4.21) и, соответственно (4.24), (4.25) при N---+ оо, 
т ---+ О, ko ---+ оо. 

Вычислительный эксперимент. В серии вычислений по приве

денному алгоритму, выполненных для различного количества ча

стиц N, удовлетворительные по устойчивости результаты получа
ются даже на одной истории вычислительного процесса при следу

ющих порядках величин (дающих сопоставимые вклады в погреш

ность при сравнении имитационного, разностного и аналитического 

решения): 

N "'"' 2, 5 · 103
, N* = 4, dk "'"' 10, т "'"' 10-3

, 

при числе повторных розыгрышей Q(N)"'"' 104 взаимодействующей 
пары частиц в каждый момент времени tn = пт, уровне «срезки>.> 

интенсивности взаимодействий частиц ko ,....., 10. Расчеты проводились 
на отрезке изменения времени О ~ t ~ Т ,....., 10. В процессе 
вычислений на всем отрезке изменения времени О ~ t ~ Т контро
лировались сохраняющиеся интегральные характеристики системы 

частиц: двумерный полный импульс и полная кинетическая энергия, 

нормированные на число частиц с точностью О (1/N). 
Для сравнительного анализа адекватности имитационного моде

лирования системе ( 4.20), ( 4.21) использовалось аналитическое ре
шение для чисел заполнения первого энергетического уровня (4.27) 
и приближенное решение системы (4.24), (4.25) разностным методом 
Эйлера, определяемым формулой (4.29). Пример типичного сравни
тельного расчета для одной истории описанного вычислительного 

эксперимента приведен на рис. 4.2. В этом примере использовались 
следующие параметры моделирования: 

N = 2.4 · 103
, N* = 4, 

do = О, k0 = 10, т = 10-3
, 

dk = 10, k:;::: 1, 

Q(N) = 9.7 · 103
, Т=8. 
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о 

о 

2 3 4 5 6 7 

2 3 4 5 6 7 

--- вычислительный эксперимент (одна история) 

х х х разностное решение по схеме Эйлера 

• • • аналитическое решение (27) 

8 

8 

Рис. 4.2. Результаты компьютерного моделирования процесса ортого
нальных столкновений (графики концентраций n1(t)) и n0(t)) 

На каждом из восьми направлений движения в начальный мо

мент времени загружалось по 300 частиц. 

§ 8. ПЕРЕХОД ОТ КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ К КИНЕТИЧЕСКОМУ 
УРАВНЕНИЮ СМОЛУХОВСКОГО 

Рассмотрим сначала фазовое пространство, состоящее из дискрет

ного множества скоростей. Пусть решение f(vi, t) кинетического 
уравнения (4.2) с оператором столкновений (4.12) не зависит от на
правления скорости vi. Таким образом, предполагается зависимость 
решения от скорости через величину 
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Положим в формуле (4.13) функцию ер= 8в,v2. Тогда 

L 8в,v2S(v)(f) = ~ L L [1+8E,(v;)2+(vi)2-
vE!1 v; Е!1\О viE!1\0 (4.31) 
- - k . - . . 

-бЕ,(v;)2 - бв,(vi)2] Х Ф(v , v')бo,(vi,vk)Rnf(vJ, t)f(v', t). 

Пусть одночастичное фазовое пространство П представимо в виде 

объединения счетного упорядоченного множества энергетических 

уровней 
k = 0,1, ... , 

где Ek < Ek+1, Ео = О. Будем предполагать, что каждый энерге-

тический уровень состоит из непустого конечного множества точек. 

Обозначим 

Положим f(Ek, t) = f(v, t) при значениях аргумента v Е ~k· 
Тогда справедливы следующие равенства: 

nk(t) = "fkf(Ek,t), "(k = L 8вk,v2. 
viE~k 

Очевидно, что nk - концентрация частиц на энергетическом 

уровне Ek, а 'Yk = card П n ~k - это число направлений скоростей 

частиц на этом энергетическом уровне. Отметим, что в силу пред

положения о непустоте энергетических уровней имеем 'Yk ~ 1. Пусть 
величина 

f3k,l = L L 8Ek,(vi)2(5Ez,(v;)280,(vi,vj)Rn 
viE~k vjE~1 

- это количество всех взаимно ортогональных пар скоростей { vi, vj} 
(с учетом кратности), принадлежащих паре энергетических уровней 

vi Е ~k и vj Е ~z. Предположим, что интенсивность столкновений 
частиц Ф(vi, vj) = Ф(vj, vi) не зависит от направления столкновений, 
а зависит только от значения кинетической энергии сталкивающихся 

частиц, т. е. 

Ф(vi,vj) = Ф(Ek,Ez), Vvi Е ~k, Vvj Е ~z. 

С учетом сделанных предположений о характере переменных 

и введенных обозначений формула (4.31) преобразуется к виду 

L8E,v2S(v)(f) = ~ LL[1+8в,Ek+в1 -
vE!1 k#O l#O ( 4.32) 

-бЕ,Еk - 8в,в1 ]Ф(Еk, E1)/3k,1f(Ek, t)f(E1, t). 
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Умножим обе части тождества (4.2) на функцию ip = "3в,v2 
при значении Е Е {Ek}k°=o и просуммируем обе части тождества 
по значениям скорости v Е ~k- Тогда с учетом формулы (4.32) 
получаем кинетическое уравнение для функции J(Ek, t): 

d- 1"'"' - -/m d/(Em, t) = 2 L...J L...J[l + JEm,Ek+Ei - JEm,Ek -
k#Ol#O 

-8 Em,EJФ(Ek, E1)/3k,lf(Ek, t)f (Ez, t), 
(4.33) 

m =О, 1,2, .... 

Перепишем уравнение (4.33) в переменных пm(t)-концентрации 
заполнения энергетических уровней. Тогда справедливо уравнение 

d 1"'"' - - - -dt nm = 2 L...J L...J[l + J Em,Ek+Ei - J Em,Ek - J Em,EJФk,lnknl, 
k#O l#O ( 4.34) 

m=0,1, ... , 

где 

(4.35) 

Преобразуем уравнение (4.34), выполняя суммирование в правой 
части: 

d - 1"'"'-dt nm = дm,02 L...J L...J Фk,lnknl + 
kof.Ol#O 

+(1- бm,о){ ~ L Фk,lnk-1n1 - L Фk,lnknl }, 
Ek+Ei=Eтn Ei#O 

(4.36) 

Ek#-0,Ei#O 

m =0,1, .... 

Уравнение (4.36) приобретает особенно простой вид для равно
отстоящих энергетических уровней, т. е. когда Em = mE1 , Е1 > О, 
m =О, 1, .... В этом случае имеем: 

(4.37) 

m =0,1, .... 

Очевидно, что система уравнений (4.37) при номерах m Е N 
совпадает с уравнением Смолуховского кинетической теории коа

гуляции (4.26). Таким образом, уравнение Смолуховского является 
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специальной разновидностью модели ортогонально сталкивающихся 

частиц, когда интенсивность взаимодействий и функция распределе

ния частиц зависят от нормы вектора скорости, т. е. через кинетиче

скую энергию. Если в начальный момент времени выполнено условие 

00 

L nm(O) = 1, (4.38) 
m=O 

то значения концентраций nm(t) являются значениями вероятности 
обнаружения частицы на энергетическом уровне Em. 

Вывод уравнения ( 4.37) с условием ( 4.38) мы рассмотрим в следу
ющей гл. 5 в рамках обоснования сходимости метода имитационного 
моделирования к решениям уравнения Смолуховского (4.26) кине
тической теории коагуляции. 

Отметим, что рассмотренная выше в рамках вычислительного 

эксперимента модель плоского газа (рис. 4.1) соответствует уравне
нию (4.34) с энергетическими уровнями Em = 2m-lJm,O· При этом 
на каждом уровне число направлений скоростей 

"fm=cardПП~m=8 при m:;:::l. 

Число f3k,l всех ортогональных пар скоростей { vi, vj}, принадлежа
щих паре энергетических уровней vi Е ~k и vj Е ~l в рамках этой 
модели, равно 16. В вычислительном эксперименте интенсивность 
столкновений частиц равна 

00 

Ф(v,v1) = J(v,v1)п2,0 LJv2,2-kJvf,2-k· 
k=l 

Поэтому в данном случае выполняется соотношение 

- 1~~- -
Фр,q = "4 ~ ~ 8p,2-k8q,2-i. 

k=l l=l 

Положим в соотношении ( 4.37) nk = nm при т 
для значений nk получаем следующую систему: 

т =0,1, .... 

2k-l. Тогда 

При значениях т :;::: 1 это выражение превращается в соот
ношение (4.24), использовавшееся в вычислительном эксперименте 
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для аналитического описания концентраций газа на энергетических 

уровнях Em = 2m-lбm,O· 
На основании результатов проведенного вычислительного экспе

римента для случая плоского газа (рис. 4.1) можно сделать вывод, 
что решение уравнения Смолуховского с ядром Фр,q практически 
совпадает с результатом имитационного моделирования, см. рис. 4.2 
на одной истории розыгрыша. 

§ 9. ТЕСТИРОВАНИЕ МОДЕЛИ (4.34)-(4.37) НА ПРИМЕРЕ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ СТОЛКНОВЕНИЙ НА СФЕРАХ В ТРЕХМЕРНОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ 

В тесте рассматриваются энергетические уровни в пространстве 

скоростей 1Rз с кинетической энергией Em = m на следующих 

энергетических уровнях: 

~m = {vi Е 1Rз: (vi, vi)JRз = m}, m =О, 1, 2. 

В начальный момент времени частицы системы имеют скорости, 

сосредоточенные на единичной сфере в пространстве 1Rз по трем 

ортогональным направлениям, которые задаются ортами 

el = (1, О, О); е2 = (О, 1, О); ез = (О, О, 1). 

Уровень ~1 состоит из шести значений скорости v~1 = ±ei. 
Для каждого значения выбранных скоростей имеется четыре орто

гональных к ней скорости на уровне "'51. В рамках модели допустим 
столкновения только между частицами, находящимися на уровне "'51 
и имеющими ортогональные скорости. Соответственно этому требо

ванию интенсивность столкновений частиц зададим формулой 

(4.39) 

Таким образом, в столкновениях участвуют пары частицы с ки

нетической энергией, равной 1, при условии ортогональности ско
ростей. Образующиеся частицы с кинетической энергией О и 2 

·2 
во взаимодействиях не участвуют. Обозначим v~ суммы попарно 
ортогональных скоростей частиц на уровне <:.5 1 , соответствующих 

. i2 
скоростям v±. Совокупность {v± } составляет уровень ~2 , а уровень 
':.So = {О}. В рамках выбранной схемы взаимодействий одночастичное 
фазовое пространство 

П = ':.So U "'51 U ~2· 
Для описания динамики рассматриваемой системы предположим, 

что в начальный момент времени частицы равномерно распределены 
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на уровнях ~m, т = О, 1, 2, с суммарной концентрацией, равной 1. 
Тогда для аналитического описания динамики такой модели приме

нимо уравнение Смолуховского (4.37), которое в данном конкретном 
случае имеет следующий вид: 

d - 1- 2 
dt nm = Om,02Ф},ln1 + 

+ (1 - Jm,o) { ~фm-1,m-ln~-1 - Фm,mn~}, ( 4.40) 

т =о, 1,2, 

где ядро взаимодействий Фm,m вычисляется по формуле (4.35). 
Поскольку для заданной схемы взаимодействий частиц 

f3k,m = 2461,m, /'1 = 6, 

то справедливо соотношение 

2-
Фm m = -01 m· , 3 , ( 4.41) 

Аналитическое решение системы (4.40), (4.41) имеет следующий 
вид: 

( 4.42) 

На рис. 4.3 приведены результаты имитационного моделирования 
столкновений по закону (4.39). Параметры вычислительного экспе
римента: число частиц N = 3 · 103 ; шаг по временит= 10-3 ; число 
повторных испытаний для выбора сталкивающихся пар на этом 

временном промежутке равно 

Q(N) = 29, 7 · 103
. 

Длина промежутка времени вычислений Т = 17. 
На каждом из шести ортогональных направлений движения в на

чальный момент времени загружалось по 300 частиц на энергетиче
ском уровне Е1 = 1. На энергетическом уровне Е0 =О загружалось 
1200 частиц, а на энергетическом уровне Е2 = 2 частицы в на
чальный момент времени отсутствуют. Таким образом, начальные 

данные в аналитическом выражении (4.42) следующие: 

no(O) = 0.4; n1(0) = 0.6; n2(0) =О. 
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о 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 t 

о 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 t 

о 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13. 14 15 16 17 t 

• • • аналитическое решение 

--- вычислительный эксперимент (одна история) 

Рис. 4.3. Результаты моделирования ортогональных столкновений 

на единичной сфере в пространстве Rз 

Результаты сравнительного анализа графиков вычислительного 

эксперимента (одна история) и аналитического решения уравне

ния Смолуховского ( 4.42) (см. рис. 4.3) позволяют сделать вывод 
об адекватности математической модели коагуляции кинетической 

энергии (4.40), (4.41), (4.42) и имитационной модели ортогональных 
столкновений частиц в пространстве JR3 с интенсивностью рассея

ния (4.39). 
Формулы (4.42) определяют вероятность обнаружения частицы 

на каждом энергетическом уровне. Так что концентрации n 0 (t), 
п 1 (t), n2 (t) - это вероятности, их сумма равна 1, что соответствует 
закону сохранения массы в физической кинетике. Соответственно 
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математическое ожидание скорости по этой системе значений ве

роятности (гидродинамическая скорость газа относительно центра 

его масс) равно нулю - закон сохранения импульса. Дисперсия ско

ростей (среднее значение квадрата скоростей) - это полная кине

тическая энергия системы. Ее величина остается неизменной, что 

соответствует закону сохранения энергии. Эволюция системы во 

времени выглядит следующим образом. Взаимные ортогональные 
соударения частиц на энергетическом уровне ~1 приводят к гибели 
частиц на нем и, соответственно, к рождению частиц на энергети

ческих уровнях ~о и ~2 . Таким образом, асимптотически система 

распадается на две фракции: покоящуюся компоненту относительно 

центра масс (сосредоточенную на энергетическом уровне ~о при ну

левой температуре) и подвижную компоненту ~2 , разлетающуюся 

симметрично в пространстве JR3 . 

Отметим, что вся энергия системы сосредоточена на множе

ствах ~1 и ~2 . При этом асимптотически, когда t--+ +оо, вся энергия 
переходит на уровень ~2 . 

§ 10. ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОРОДНАЯ МОДЕЛЬ. 
НЕПРЕРЫВНОЕ ФАЗОВОЕ ПРОСТРАНСТВО n = 1Rn 

В этом разделе рассматривается переход от кинетического уравне

ния (4.2), с оператором столкновений (4.19) к уравнению Смолухов
ского с оператором столкновений (1.8) с непрерывными переменны
ми значений скорости частиц П = 1Rn. По существу, рассуждения 
аналогичны дискретному случаю, рассмотренному выше. Однако, 

ввиду специфики вывода, приведем детальные рассуждения по пе

реходу от уравнения Больцмана с оператором столкновений ( 4.19) 
к уравнению Смолуховского кинетической теории коагуляции [56]. 

Пусть неотрицательная функция одной переменной 

'1/Jд(х), -оо < х < +оо, 
является аппроксимацией обобщенной функции Дирака, т. е. 

о 

'1/Jд Е C(JR), 

и для каждой непрерывной функции f на JR справедливо равенство 

lim / f(x)'l/Jд(x)dx--+ f(O). 
д---+О 

IR 

Умножим обе части уравнения ( 4.2) с оператором столкновений 
(4.19) на финитную функцию 

'Рд(v) = 'l/Jд(v2 - Е), v Е 1Rn, Е ~О, 
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и проинтегрируем полученное выражение по переменной v Е 1R.n \ {О}. 
Перейдем в подынтегральных выражениях в сферическую систему 

координат на 1R.n: 

(r,O), О~ r < оо, О Е Sп-1={ОЕ1R.п: 02 =1}. 

Обозначим 

Сп= f dO. 

Sn-1 

Положим 

f(v,t) = f(r,0,t), Ф(r,O,r1,01 ) = Ф(v,vi), 

где 

Таким образом, для абсолютно непрерывной компоненты решения 

уравнения (4.2) получаем следующее выражение: 

00 

~ ! dO ! rп- 1 1/Jд(r2 - E)f(r, О, t) dr = 

Sn-1 О+ 

00 00 

= ~ f dO f d01 f f Ф(r, О, r1, 01 )rn-lr~-l х 
Sn-1 Sn-1 О+ О+ 

х ['Фл(r2 + r~ - Е) - 'lj;д(r2 - Е) - 'Фл(r~ - Е)] х 

х f(r, о, t)f(r1' 01, t)бo,(0,01)1Rn dr dr1. 

(4.43) 

При получении выражения (4.43) использовалось свойство сим
метричности функции Ф, а также равенство 

для ортогональных скоростей v - v1 и v1 . Сделаем теперь предпо

ложение об отсутствии угловой зависимости ( т. е. зависимости от 
переменной О) функции f(r, О, t) и интенсивности столкновений Ф. 
В этих предположениях введем обозначения 

е = r 2
, 

- 1 2~ 
f(e, t) = 2СпТп- j(r, {;J, t), 
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Тогда в этих обозначениях тождество (4.43) приобретает следу
ющий вид: 

00 

д ! -дt 'lj;д(e - E)f(e, t) de = 
о+ 

00 00 

= 2~; f d(} f d01 f f Ф(е, е1 ) х 
Вп-1 Вп-1 О+ О+ 

х ['Фд(е + е1 - Е) - 1/Jд(е - Е) - 1/Jд(е1 - Е)] х 

Х f(e, t)f(e1, t)бо,(о,о 1 )кn drdr1. 

У читывая равенство 

получаем 

f бо,(О,О1 )кn d01 = Сп-1, 
Bn-1 

f d(} f бo,(0,01 )Rn d01 = Cn-1Cn. 
Bn-1 Bn-1 

Подставляя это выражение в равенство (4.44), имеем: 
00 

д ! -дt 1/Jд(е - E)f(e, t) de = 

о+ 

00 00 

= с;;..1 f f Ф(е, еl)['Фд(е + el - Е)-
о+о+ 

-1/Jд(е - Е) - 1f;д(е1 - E)]f(e, t)f(e1, t) dede1. 

(4.44) 

Полагая, что функция 7 непрерывна по переменной е, устремим 
в полученном тождестве параметр Л к О. Тогда в результате такого 

формального предельного перехода получаем классическое уравне

ние Смолуховского [56] кинетической теории коагуляции в непрерыв
ных переменных: 

Е 

%/(Е, t) = ~ ! Ф(Е - Ei, E1)f(E - Е1, t)f(E1, t) dE-
o+ 

00 -J Ф(Е, E1)f(E, t)f(E1, t) dE1, О< Е < +оо, 
о+ 

(4.45) 
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с ядром 
- Сп ~-
Ф(Е, Е1) = ---Ф(Е, Е1). 

Сп 
( 4.46) 

Прямым вычислением получаем выражение для сингулярной ча

сти r50(dE)fo(t) решения уравнения (4.2), (4.19), которая описывает 
покоящиеся частицы относительно центра масс системы: 

00 00 

~fo(t) = ~ ! ! Ф(E,E1)f(E,t)f(E1,t)dEdE1. (4.47) 

о+о+ 

Очевидно, что выражение 

(1 - 80,в)f(Е, t) dE + r5o(dE) х 

х (fo(O) + 1 f(E1, О) dE1 - l f(E1, t) dE1) 
о+ о+ 

(4.48) 

задает распределение частиц в энергетическом интервале dE. В част
ности, если в начальный момент времени выполнено равенство 

00 

fo(O) + ! f(E1, О) dE1 = 1, (4.49) 

о+ 

то формула (4.47) определяет распределение вероятностей обнару
жения частицы на энергетических уровнях системы. 

§ 11. СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ (4.2), (4.19) 

Пример 4.1. Рассмотрим задачу Коши для пространственно однород
ного уравнения (4.2) с оператором столкновений (4.19), полагая, что 
интенсивность столкновений частиц имеет вид 

{ 
1, 

Ф(v,v1)= 
0 

(v,v1)1Rn =О, 

(v,v1)1Rn =/-О, 
v =1- о, ( 4.50) 

причем начальное распределение частиц по скоростям зададИм выра

жением 

f (dv, О) = _3_ (1 - fo(O) )(1 - 8112 0 )( v2 )< 2-nJ/2 exp(-v2
) · dv + 

Сп ' 

2 + - fo(O) · бv2 o(dv), 
Сп ' 

( 4.51) 
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Это соотношение означает, что в начальный момент времени веро

ятность обнаружения частицы в покоящейся компоненте газа относи

тельно центра масс равна О ,;;; fo(O) ,;;; 1, а соответствующая вероят
ность для подвижной компоненты равна 1 - fo(O). При этом частицы 
подвижной компоненты распределены по максвелловскому закону. 

Тогда соответствующая функция распределения частиц по энергиям 

f ( Е, t) при положительных значениях энергии Е в данном случае 
удовлетворяет уравнению (4.45), где 

Ф(Е,Е1) = Сп-l, Е > О,Е1 >О. 
Сп 

( 4.52) 

В соответствии с начальными данными (4.51), имеем 

f(E,O) = (1-fo(O))exp(-E), Е >О. ( 4.53) 

Для отыскания решения задачи Коши (4.45), (4.52), (4.53) приме
ним формулу для решения уравнения Смолуховского с постоянным 

ядром ядро Ф(х, у) = 1 и экспоненциальными начальными данными 
(пример 1.3). В результате получаем равенство 

J(E, t) = 1 - fo(O) 2 х 
(1 + [1-fo(O)Jc;;:t) 

х ехр (-Е (1 + [l -fo(O)]c;~~t)-
1

), Е >О. 
(4.54) 

Подставляя (4.52) в выражение (4.47), получаем следующее значе
ние вероятности обнаружения частиц в неподвижной компоненте: 

fo(t) = 1 - [1 - fo(O)] (1 + [1 - fo(O)] Cп-lt)-l 
2сп 

( 4.55) 

Отметим, что для первых трех значений п = 1, 2, 3 размерности 
пространства скоростей соответствующие значения коэффициентов 

имеют вид 

С1 = 2, С2 = 27Г, С3 = 47Г. 

Таким образом, соответствующее распределение частиц по скоро

стям (решение задачи Коши (4.2), (4.19), (4.50), (4.51)) имеет следую
щий вид 

f(dv, t) = 2,(1 - бv2,о)(v2)(2-п)/2 1- fo(O) 2 х 
Сп ( 1 + [1 - fo(O)] c;;:t) 

х ехр (-v
2 (1 + [1- fo(O)]c;~~t)-

1

) · dv + (4.56) 

2 +- fo(t) · 8v2 o(dv), v Е 1Rн, 
Сп ' 
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где вероятность обнаружить частицы в состоянии покоя /o(t) опреде
ляется формулой (4.54). 

Решение (4.54) описывает релаксацию газа при значениях времени 
t ---+ +оо для ортогонально сталкивающихся частиц в состояние покоя 
относительно центра масс (к атомарной мере Дирака, сосредоточенной 

на частицах с нулевой скоростью относительно центра масс газа): 

2 
f(dv, t)---+ - · 8v2 o(dv). 

Сп ' 
(4.57) 

При этом температура газа определяется формулой 

Т0 =К (1 + [1-/o(O)]c;~t), 
где К - положительная постоянная. 

Пример 4.2. Рассмотрим задачу Коши для пространственно однород
ного уравнения (4.2) с оператором столкновений (4.19), полагая, что 
интенсивность столкновений частиц имеет вид 

ф( ) _ V + V1, 
{ 

2 2 

v,v1 -
0 

(v, v1)1Rn =О, 
(v, V1)1Rn =/.О, 

V =/. 0, V1 =/. 0, ( 4.58) 

с начальными данными (4.51). Этой ситуации соответствует уравнение 
Смолуховского (4.45) с функцией 

- Сп 1 
Ф(Е,Е1) = ---(Е+Е1), Е > О,Е1 >О. 

Сп 
(4.59) 

Рассмотрим задачу в этом случае задачу Коши с начальными данны

ми (4.53). Применяя формулы из примера 1.1, отыскиваем значение 
вероятности обнаружения частиц в неподвижной компоненте: 

fo(t) = 1 - [1 - fo(O)] exp(-t(l - fo(O)] ~= 1 ). (4.60) 

Соответствующее решение задачи (4.2), (4.19), (4.50), (4.51) имеет 
следующий вид: 

f(dv, t) = dv · [1 - fo(O)]~(l - бv2 0 )(v2 )-п/2 х 
Сп , 

exp(-t[l - fo(O)] сп-~) 
х ~ х 

.j1 - exp(-t(l - fo(O)] ~) 

Х I1((2v2 · f1 _ exp(-t[l - /о(О)]Сп-l )) х 
у Сп 

( 4.61) 

х exp(-v2 (2- [1-fo(O)] exp(-t[l - fo(O)]Cп-l )))+ 
Сп 

2 +- fo(t) · 8v2 o(dv), 
Сп ' 

где /о определяется по формуле (4.60). 
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Пример 4.3. Рассмотрим задачу Коши для пространственно однород
ного уравнения (4.2) с оператором столкновений (4.19), полагая, что 
интенсивность столкновений частиц имеет вид 

( 4.62) 

с начальными данными в задаче Коши 

f(dv, О)= ~(1 - бv2 0 )(v2 )-п12 exp(-v2
) · dv + ~ fo(O) · бv2 o(dv), 

Сп ' Сп ' (4.63) 

v Е IRп, 

где положим fo(O) = О для упрощения записи формулы решения 
задачи. Тогда 

J(E, О)= Е- 1 ехр(-Е), Е >О. 

Соответствующее решение задачи Коши для уравнения Смолухов

ского в соответствии с формулой из примера 1.2 имеет следующий 
вид [37): 

о::;; t::;; 1, 

t::;;: 1. 

Соответствующее этой формуле решение задачи (4.2), 
(4.19), (4.50), (4.51) имеет вид: 

f(dv, t) = dv · ~(1- бv2, 0 )(v2Г(п+2)f 2г 1!2 х 
Сп 

х J1 (2v2Г 1 / 2 ) exp(-v2 (1 + t)) + ~ fo(t) · бv2 0 (dv), 
Сп , 

при О ::;; t ::;; 1, а для значений t ? 1 эта формула переходит в следующее 
выражение: 

f(dv, t) = dv · ~(1 - бv2,0 )(v2 )-(п+2)! 2г 1 !2 х 
Сп 

х 11 (2v2Г 1 / 2 ) ехр(-2v2Г 112 ) + ~ fo(t) · бv2 0 ( dv ), 
Сп , 

где fo(t) ~вероятность обнаружения частиц в «конденсированном» 
состоянии определяется формулой (4.47). При значениях времени t ~ 
+оо вероятность fo(t) стремится к 1. 



Глава 5 

ДВЕ МОДЕЛИ 

КИНЕТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ КОАГУЛЯЦИИ 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

В этой главе мы обратимся к вопросу о связи сходимости разностных 

схем к решениям задачи Коши для уравнения Смолуховского и пре

дельного поведения результатов прямого статистического моделиро

вания коагуляции (метода Монте-Карло), основанного на случайном 
розыгрыше актов коагуляции на уровне отдельных частиц. При 

этом каждая пара выбирается однократно на промежутке времени 

взаимодействия пары частиц при их соударении. Получено мате

матическое обоснование уравнения Смолуховского для широкого 

класса интенсивностей коагуляции и начальных данных. Ниже будут 

рассмотрены также иные правила розыгрыша пар сталкивающихся 

частиц, основанные на повторных испытаниях с запретом кратных 

взаимодействий. Подчеркнем, что эти подходы отличаются различ

ной интерпретацией интенсивности взаимодействия частиц и соот

ветствующими коэффициентами в уравнении Смолуховского. Ока

зывается, метод повторных испытаний играет существенную роль 

для обоснования и понимания пространственно неоднородных задач 

для уравнения Смолуховского, к которым мы обратимся в гл. 6. 

§ 2. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОРОДНОЙ 
КОАГУЛЯЦИИ НА ОСНОВЕ ОДНОКРАТНОГО РОЗЫГРЫША ПАРЫ 

ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ (БЫСТРАЯ КОАГУЛЯЦИЯ) 

Пусть в объеме V(N) рассматривается система из N частиц, имею
щих неотрицательную массу. Предположим, что частицы хаотически 

движутся в объеме V ( N), испытывая парные столкновения, во время 
которых частицы могут сливаться, образуя частицы суммарной 

массы (акт коагуляции). Принятой математической моделью про
цесса коагуляции при N _, оо, V(N) _, оо является кинетическое 
уравнение Смолуховского [259, 260, 56]. Если предположить, что 
массы частиц системы в начальный момент времени имеют значения 
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то при коагуляции пар частиц значения массы образующихся частиц 

остаются такими же. Ниже без потери общности будем полагать 

m 1 = 1. Обозначим uk(t) концентрацию частиц массы k Е N в момент 
времени t ;::: О, Фk,l - интенсивность коагуляции частиц с массами k 
и l, при этом 

Фk,l = Ф1,k ;::: О. 

Значения оператора столкновений S~k) [56, 259, 260], задающие ско
рость изменения концентраций {uk}k=l' определим соотношением 

00 

s~k)(u) def L Фi,rutUr - 2uk L Фk,lut, kEN. 
l+r=k l=l 

Сразу подчеркнем, что приведенный оператор столкновений по

лучается из классического оператора Смолуховского умножением 

на коэффициент 2. Эта специфика оператора столкновений отра
жена в названии модели - быстрая коагуляция и, соответственно, 

оператор S~k) назовем оператором столкновений Смолуховского 
для быстрой коагуляции. В данном разделе, там, где это не приведет 

к неоднозначности терминологии, для краткости мы будем исполь

зовать термины «оператор Смолуховского» и «уравнение Смолухов

ского», опуская упоминание о быстрой коагуляции. 

Пусть В-функция Хевисайда, xf:/ = В(М - k) при М Е N 

и х~) = 1. Положим 

Sм,Ф(и) = x<:J Sik) о (хми), М Е N. 

Формально включим оператор SФ в однопараметрическое семей

ство операторов Sм,Ф, 1 ~ М ~ оо, полагая 

def 
Sоо,Ф = Sф. 

Будем рассматривать однопараметрическое семейство уравнений 

duk _ S(k) ( ) 
dt - М,Ф U' t >О, k Е N, 1 ~ М ~ +оо, (5.1) 

включающее в себя уравнения Смолуховского при М = оо. Слу

чай М < оо формально вкладывается в уравнение Смолуховского 
быстрой коагуляции (М = оо) при условии, что интенсивность 
коагуляции Фk,l =О при k >Ми частицы с массами, большими М, 
мгновенно удаляются из системы (например, выпадают в осадок 
в случае реальных физических систем). Для семейства уравне

ний (5.1) рассматривается задача Коши с начальными данными 

uk(O) = x<:J i.pk, k Е N, м = 1, ... '00. (5.2) 
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Данный раздел посвящен вопросу о связи сходимости разностных 

схем к решениям задачи Коши (5.1), (5.2) и предеЛьного поведения 
при N ~ оо, V(N) ~ оо результатов прямого статистического 
моделирования коагуляции (метода Монте-Карло [81]), основанного 
на случайном розыгрыше актов коагуляции на уровне отдельных 

частиц в пространственно однородной системе. На этом пути полу

чен также математически строгий вывод уравнения Смолуховского 

для широкого класса интенсивностей коагуляции Ф и начальных 

данных ер. 

Обозначим 
()() 

lл ={и= (и~,и2, ... ): llиllл = L::2лklиkl < оо, Л? О}. 
k=1 

Пусть 

Х, = {Ф: Фk,l = Фt,k? О (l,k Е N), llФllл = sup IФk,tl (k+l)-1 < оо}. 
k,lEN 

Положим Х0 
- множество финитных функций в Х1 , \/"(. Добав

ление верхнего индекса + к символу пространства означает конус 
неотрицательных элементов в нем. Решение задачи Коши (5.1), (5.2) 
понимается в классическом смысле. 

Теорема 5.1. Пусть в задаче Коши (5.1), (5.2) выполнены условия 

Ф Е Х1 , "( ~ 1, ер Е zt, Л > 0, 1 ~ М ~ оо. 

Тогда при всех t ? О и при любом 1 ~ М ~ оо существует един
ственное неотрицательное решение и(М, t) задачи Коши (5.1), (5.2). 
На каждом конечном отрезке времени О ~ t ~ Т можно указать 
число Л(Т) >О такое, что 

и(М, t) Е zt(T) при О ~ t ~ Т, 1 ~ М ~ оо, 

и справедливы соотношения 

lim sup llи(M, t) - и(оо, t)llлcт) =О, 
М-+оо о;;;;t;;;;т 

d м 
dt L Uk(M, t) ~о, 

k=1 

d м - L kuk(M, t) ~О, 
dt k=1 

()() ()() 

L kuk(oo, t) = L kepk, t? О. 
k=1 

(5.3) 

(5.4) 

(5.5) 

Указанное решение является локально аналитической функцией 

переменной t в окрестности ffi. +. 



§ 2. Быстрая коагуляция 155 

Замечание 5.1. При/ = О, r.p Е lri теорема 5.1 также справедлива. 
При этом следУет положить Л(Т) =О. Формула (5.5) имеет место, если 
ряд в правой части этой формулы сходится. 

Замечание 5.2. "Указанное обоснование уравнения Смолуховского 

может быть расщирено на произвольные неотрицательные симмет

ричные функции Фk,t и неотрицательные начальные данные в классе 

функциональных решений [43, 52), однако этот вопрос здесь не рас
сматривается. 

Положим в задаче Коши (5.1), (5.2) параметр М < оо и на 
· заданном отрезке времени О ~ t ~ Т рассмотрим разностную схему 
Эйлера [58, 70]: 

которую детализируем ниже. На сетке 

д" = { tп = пт, т >О, О~ п ~ L = [~]} 
определим сеточные функции 

Ur = {uk, 1 ~ k ~ М, 1 ~ п ~ L}. 

Множество сеточных функций Иr = {u(r)} снабдим нормой 

llи(r)llu" = шах llиnllo· 
O~n~L 

Определим сеточный оператор Lr формулой 

(5.6) 

О~ п ~ L-1, 1 ~ k ~ м, 

n=O. 

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, параметр 

1 ~ М < оо. Тогда разностная схема (5.6) устойчива, аппроксими
рует задачу Коши (5.1), (5.2) на каждом решении, указанном в тео
реме 5.1, и сходится с первым порядком точности. 

К доказательству этой теоремы мы вернемся ниже в данной 

главе. 

Перейдем к рассмотрению статистического моделирования про

цесса парной коагуляции (метод Монте-Карло). Пусть V(N) = N Е 
N. Положим, что каждой частице присвоен номер i (1 ~ i ~ N), и она 
имеет в момент времени t ~ О массу mi(t) Е z+. Таким образом, 
состояние системы из N частиц задается вектором 

m(t) = (m1(t), ... , mN(t)) Е zt. 



156 Глава 5. Две модели кинетической теории коагуляции 

Определение 5.1. Назовем коагул.я:циеu пар·ы 'Ч.асmU'Ц с номерами i 
и j (1 ~ i < j ~ N) в системе из N частиц, находящейся в состоянии 
m = (m1, ... ,mн) Е Zj(j., преобразование 

Ai,j: т г--+ т' = Aij(m) Е Zj(j. 

такое, что 

Очевидно, для каждого преобразования Ai,j выполнен закон 

сохранения массы 
N N 

Lmk = L:m~. 
k=l k=l 

Паре сталкивающихся частиц с номерами i, j ( i < j) в рассмат
риваемой системе взаимно-однозначно сопоставим подстановку 

. ·-( 1,2, ... ,i-1,i,i+l, ... ,j-1,j,j+l, ... ,N) 
1Гi,J - 1 2 . 1 . . 1 . 1 . . 1 N ' 

', ... ,i- ,J,i+ , ... ,J- ,i,J+ , ... , 

множество таких подстановок обозначим S2 ( N). Очевидно, 

card(S2 (N)) = C'fv. 

Пусть пара сталкивающихся частиц разыгрывается в каждый мо

мент времени tn = пт, т > О, на основе независимого случайного 

выбора одной из подстановок 7Г Е S2 ( N) с вероятностью 

1 
Р(1Г = 1Гij) = 02 . 

N 

Тем самым в рассматриваемой системе из N частиц моделируют
ся хаос, приводящий к парным столкновениям частиц. Пусть в каж

дый момент времени tn = пт, т >О, рассматриваются независимые 
случайные величины 1Г(t), принимающие значения на S2(N). Запись 
1Г(t) = 1Гij означает, что в момент времени t сталкиваются частицы 
с номерами i < j. Положим А(1Г(t)) = Aij, если 7r(t) = 1rij; обо
значим Е - тождественное преобразование. Определим случайную 

величину T/ij, i < j, принимающую два значения-О и 1, где 1 
означает коагуляцию сталкивающихся частиц с номерами i < j, а 
О - отсутствие коагуляции этих частиц. 

Положим, что вероятность коагуляции частицы массы k с части
цей массы l равна 

т(N)(N - l)Фk,! ~ 1, 
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где функция Фk,l называется интенсивностью коагуляции и подчи

няется следующему условию: 

{ 

Фk,l = Ф1,k ~О, k,l 

Фо,k =О, k 

Фk,l =О, k 

Е z+, 
Е z+, 
>М. 

(5.7) 

def ( ) Величину т = т N назовем временем столкновения и подчиним 

соотношению 
1 

О< 7 ~ (N - l)llФllo. (5.8) 

Определим случайные величины r}ij ( t) условной функцией рас
пределения, полагая для d = ( di, ... , dN) Е Zjv 

{ 
P(rtii(t) = 1/m(t) = d) = т(N)(N -1)Фd;,d1 , 
P('f"/ij(t) = Olm(t) = d) = 1- т(N)(N - 1)Фd;,dj· (

5
.
9

) 

Акту парной коагуляции в течение промежутка времени 

(tn, tп+1), tn+l = tn + т, при выборе подстановки 1Г(tп) Е S2(N) 
соответствует следующее правило преобразования вектора состоя

ния m(t) Е Zf:v коагулирующей системы: 

m(tn) f-+ ~(tп) = 

L 81Г;j,1Г(tn)['f/ij(tn)A(1Г(tn)) + (1 - 'f/ij(tп))E]m(tn)· (5.lO) 
1<:;,i<j:(,N 

Пусть Пtn - конечное множество элементарных исходов для слу

чайного вектора т(tп) Е Zjv, а события составляют всевозможные 
подмножества 2~1tn в Пtn. Пусть Ptn - вероятность на Пtn, задавае
мая формулой 

Ptn(B) def L Ptn(w) \/В С Пtn· 
UJEB 

Определим для каждой компоненты вектора m(tn) (1 ~ i ~ N) 
функцию распределения 

Fi( N) ( tn) def Ptn ( ffii ( tn) = k) · 

Рассмотрим [143) выборочное (вероятностное) пространство 
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полагая 

(N) - ( ) U.J - U.J1 , • • • , U.J N , 

i==l 

N 

P (N)( (N)) def п п ( ·) 
tп W - Г tп U.Ji • 

i==l 

События на выборочном пространстве - это всевозможные пoд-
n<NJ (N) 

множества 2 •п в Пtп , вероятность которых задается формулой 

w(N)EB(N) 

Определим продолжение m(tп) случайного вектора m(tп) на мно-

жестве n~~) формулой 

~ ( )\ def ( )\ (N) _ ( mi tn w(N) - m tn "''' U.J - w1, ••• ,wN), 
m(tп) = (m1,m2, ... ,mN)· 

(5.11) 

Лемма 5.1. Случайные величины mi, 1 ~ 
на выборочном пространстве 

~ N, независимы 

{П(N) 2n~N) p(N)} 
tn ' n ' tn ' 

и справедливы равенства 

Pt~N)(mi(tn) = k) = Fi(N)(tn, k). (5.12) 

Определим процесс коагуляции. Пусть в момент времени tn со
стояние коагулирующей системы описывается случайным вектором 

m( tn) с независимыми компонентами на вероятностном пространстве 

{Пtп' 2Пtп' Ptn }. 

Значение вектора состояния коагулирующей системьr m(tn+i) на ве
роятностном пространстве 

{ Пtп+1' 2n'n+l' Ptn+1} 

в момент времени tn+l задаем следующей формулой: 

m(tп+1) = ~(tп), Пtп+1 - Пtп , Рtп+1 - Pt.., , def ~ ( _ (N) _ (N)) (5.13) 

где вектор ~(tп) - это результат преобразования ( 5.10) для векто
ра m(tn), а [(tп) описывается соотношением (5.11). 

Определение 5.2. Будем говорить, что задан про7.1,есс коагул.я:ции, 
если в каждый момент времени tn, п Е z+, определены функции 
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распределения 

Замечание 5.3. Формулы (5.7)-(5.13) задают процесс коагуляции. 

Обозначим 

- число частиц, имеющих в момент времени tn массу k Е z+, 

(5.14) 

среднюю концентрацию частиц массы k, где (Nk(tn))-мате
матическое ожидание случайной величины Nk на вероятностном 

пространстве { Пtn, 2~«n , Ptn } . 
Учитывая свойства независимости компонент вектора m(tn) 

в каждый момент времени tn, имеем 

p(N) (t k)F(N) (t l) -
i п' J n, 

!~1 1'{,i<j'{,N 

k = 1,2, ... , 

(5.15) 

Лемма 5.2. Пусть функция Ф подчиняется соотношениям 

(5.7).Тогда средние концентрации u~N) для процесса коагуля
ции (5.7)-(5.13) подчиняются разностному уравнению 

(N)( ) (N)( ) 
Uk tn+1 - Uk tn = s);JФ(u(N)(tn)) + qiN)(tn), 

т ' (5.16) 

1 ~ k ~ м, 
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где источник qkN)(tn) удовлетворяет следующему соотношению: 

sup lqkN)(tп)I = O(N-1
). 

о:::;п<оо 
l,;:;k:::;M 

Теорема 5.3. Пусть интенсивность коагуляции Ф удовлетворяет со
отношениям (5.7), а концентрации UkN)(O) (1 :::;;; k :::;;; М) сходятся 
при N ___, оо к начальным данным (5.2), удовлетворяющим условиям 
теоремы 5.1. Тогда для решения и(М, t) задачи Коши (5.1), (5.2) 
и последовательности средних концентраций UkN)(tп) справедливо 
соотношение 

шах lи(М, tп) - иr)(tп)I ____,о, п ___, оо, 
i:::;k:::;M, 

о:::;п:::;[Т/т(N)] 

для каждого Т ~ О. 

Доказательство теоремы 5.3 является следствием теоремы 5.2 
и леммы 5.2. 

Следствие 5.1. При выполнении условий теоремы 5.1 решение 

задачи Коши (5.1), (5.2) и(оо, t) для уравнения Смолуховского 
( М = оо) является пределом последовательности средних концен
траций (5.14), полученных методом непосредственного моделирова
ния (Монте-Карло) (5.7)-(5.13) при следующих последовательных 
предельных переходах: сначала N ___, оо, а затем М ___, оо. 

Это утверждение справедливо в силу теоремы 5.3 и свойства (5.3) 
сходимости приближений uk(M, t) ___, uk(oo, t) при М--+ оо. 

Замечание 5.4. Тестирование метода Монте-Карло (5.7)-(5.13) про
ведено в [3, ·60-63] для различных видов интенсивности коагуляции 
и начальных данных посредством сравнения с точными решения

ми задачи Коши. Даные вычислительных экспериментов указывают 

на достаточно быструю сходимость приближений к точным решениям 

при N,...., 200. 

Замечание 5.5. Рассмотренные выше утверждения для метода 

Монте-Карло с зависимостью V(N) = N аналогичным образом 

распространяются на случай, когда 

lim V(N)N- 1 >О. 
N-HXJ 

Замечание 5.6. Приведенный метод получения уравнения Смолухов
ского дает в случае имитационной интенсивности столкновений частиц 

Ф = 1 уравнение (5.1), полученное в [232] на основе моделирова
ния броуновского блуждания частиц, восходящего к исследованиям 

М. Смолуховского [259]. 
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§ 3. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
ДЛЯ ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОРОДНОЙ МОДЕЛИ 
БЫСТРОЙ КОАГУЛЯЦИИ НА ОСНОВЕ ОДНОКРАТНОГО 
РОЗЫГРЫША ПАРЫ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ 

Проведен вычислительный эксперимент для широкого класса интен

сивностей взаимодействия частиц систе1;1ы. 

Следует отметить, что среднеквадратическая погрешность в вы

числительных экспериментах не превышает 1%. 
При этом было проведено детальное сравнение спектров рас

пределения частиц по массам с точными решениями уравнения 

Смолуховского, что дает трактовку решения уравнения Смолухов

ского [3, 59, 63]. Разработанный алгоритм имитационной модели 
процесса парной коагуляции был реализован на программном уровне 

на персональном компьютере и на вычислительных кластерах. 

Подготовка начальных данных в пространственно однород

ной модели. При исследовании процесса коагуляции уравнение 

Смолуховского дополняется начальными условиями на функцию 

распределения частиц системы по массам 

иа(ш) = и(ш, t)lt=O· 

При моделировании физических процессов, которые описываются 

уравнением Смолуховского, важно правильно задать начальную 

функцию и0 (ш). Необходимо рассматривать начальные данные за
дачи Коши, приближенные к начальным данным в реальных физи

ческих процессах. 

Опишем способ определения начального распределения частиц 

по массам и0 . Для этого необходимо задать функцию, удовлетворя

ющую следующим условиям: 

00 

и* Е zt: и; ;?: о, i ;?: 1, L и; < оо. 
i=l 

Предположим, что рассматриваемая система состоит из N ча

стиц. Заданной функции и* сопоставим функцию u0 , которая бу-
дет описывать начальное распределение частиц системы по массам 

по следующему закону: 

при 

mi * mi + 1 N ~ иi < ---у:г-, 

где индекс i определяет массу частицы (i Е z+), mi -некоторое 
неотрицательное целое ЧИСЛО (mi Ед;+). 

6-5673 
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и(оо, 1) 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

2 3 4 

аналитическое решение задачи Коши (5.1), (5.2) 

вычислительный эксперимент 

(N = 500, 16 историй) 

вычислительный эксперимент 

(N = 500, 81 история) 

5 6 7 8 
-·-
9 10 оо, масса 

Рис. 5.1. Графики, отражающие зависимость спектров распределения 
частиц по массам u(w, t) при t = 1 для ядра Ф(w, w1) = w + w1 

и uo(w) = exp(-w) 

Результаты тестирования пространственно однородной ими

тационной модели быстрой коагуляции. На рис. 5.1-5.6 приве
ден сравнительный анализ результатов моделирования с точными 

аналитическими решениями задачи Коши (5.1), (5.2) для различных 
ядер Ф(w,w1 ) и начальных данных u0 (w). 

На рис. 5.1 представлены графики, отражающие зависимость 

распределения частиц по массам в момент времени t = 1 для ядра 
Ф(w,w1 ) = w + w1 и начальных данных u0 (w) = exp(-w). На 
рисунке также приведен график аналитического решения задачи 

Коши для уравнения Смолуховского. Анализ графиков показывает 

близость расчетных данных к точным. Увеличение числа историй 

метода Монте-Карло приводит к тому, что расчетные данные при

ближаются к аналитическому решению задачи Коши для уравнения 

Смолуховского. 

На рис. 5.2-5.4 изображены графики, отражающие зависимость 
концентрации частиц массы 1 и 2, относительного числа частиц 
(соответственно) от времени для ядра 

Ф(w, w1) = ww1 

и начальных данных 

ua(w) = 8w,l 
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u(l, t) 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,3 

0,2 0,4 

аналитическое решение задачи Коши (5.1), (5.2) 

вычислительный эксперимент 

(N = 100, 4 истории) 

вычислительный эксперимент 

(N = 100, 36 историй) 

0,6 0,8 1,0 1,2 

Рис. 5.2. Графики, отражающие зависимость концентрации частиц мас
сы 1 (u(l, t)) от времени для ядра Ф(w,w1) = ww1 и uo(w) = б"',1 

и(2, t) аналитическое решение 

задачи Коши (5.1), (5.2) 

0,104 вычислительный эксперимент 

(N = 100, 36 историй) 

0,078 

0,052 

0,026 
вычислительный эксперимент 

(N = 100, 81 история) 

0,0 0,36 0,72 1,08 1,44 1,8 

Рис. 5.3. Графики, отражающие зависимость концентрации частиц мас
сы 2 (и(2, t)) от времени для ядра Ф(w, w1) = ww1 и uo(w) = б"',1 
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n(t) 
1,0 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

0,4 

0,2 0,4 0,6 

аналитическое решение задачи Коши ( 5 .1), ( 5. 2) 

вычислительный эксперимент 

(N = 100, 4 истории) 

вычислительный эксперимент 

(N = 100, 81 история) 

0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 

Рис. 5.4. Графики, отражающие зависимость относительного числа ча
стиц n(t) от времени для ядра Ф(w, (.1)1) = ww1 и uo(w) = бw,1 

для различного числа историй. При проведении вычислений число 

частиц в системе было взято равным 100 (N = 100). На графиках 
также представлены точные решения. Анализ графиков также по

казывает близость расчетных данных к аналитическим. 

На рис. 5.5 представлен сравнительный анализ зависимости отно
сительного числа части для ядра Ф(w, w1 ) = 1 и начальных данных 
u(w, О) = exp(-w). Число частиц в системе N = 100. На рис. 5.6 на
блюдается сближение расчетов к точному решению при увеличении 

числа частиц в моделируемой системе. 

Анализ вычислительных экспериментов показал, что расчетные 

данные достаточно близки к аналитическим решениям задачи Коши 

для уравнения Смолуховского для всех рассматриваемых интен

сивностей взаимодействия частиц системы Ф и начальных данных 

на функцию распределения частиц по массам и0 . Следует отметить, 

что дисперсия в вычислительных экспериментах не превышает 1 %. 
Относительное число частиц системы соответствует нулевому 

моменту 
00 

О'о = f u(w, t) dw. 
о 
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n(t) 

1,0 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,2 0,4 0,6 

аналитическое решение задачи Коши ( 5 .1), ( 5. 2) 

вычислительный эксперимент 

(N = 100, 4 истории) 

вычислительный эксперимент 

(N = 100, .81 история) 

0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 

Рис. 5.5. Графики, отражающие зависимость относительного числа ча
стиц n(t) от времени для ядра Ф(w,w1) = 1 и ua(w) = exp(-w) 

n(t) 

0,84 
....... 

0,83 

0,82 

аналитическое решение задачи Коши ( 5 .1), ( 5. 2) 

вычислительный эксперимент 

"- (N = 100, 36 историй) 
....... 

'- вычислительный эксперимент 

' '- (N = 200, 36 историй) 

' ' ......... 

"· ~ ~ .... 
~
~-

"'' °"'· ............ ,., 
............. ,, 

~ 

'~ 
О,81~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~--

0,38 0,4 0,42 0,44 0,46 

Рис. 5.6. Графики, отражающие зависимость относительного числа ча
стиц n(t) от времени для ядра Ф(w,w1) = 1 и ua(w) = exp(-w) при 

различных N 
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В исследУемой модели данная величина вычисляется следУющим 

образом: 
1 N 

Nотн = N 2:= 1. 
Xi>O, 
i=l 

§ 4. МЕТОД ПРЯМОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ МЕДЛЕННОЙ КОАГУЛЯЦИИ, 
ОСНОВАННЫЙ НА ПОВТОРНЫХ РОЗЫГРЫШАХ ПАР 
ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ 

Этот раздел посвящен вопросу о связи предельного поведения ре

зультатов прямого статистического моделирования методом Монте

Карло процесса коагуляции, основанного на случайном розыгрыше 

актов коагуляции на уровне отдельных частиц с повторным выбором 

пары взаимодействующих частиц на каждом шаге по времени. При 

этом на каждом временном шаге применяется следУющее правило: 

если в процессе повторного розыгрыша номеров сталкивающихся 

пар частиц получен ранее выбранный номер частицы для заданного 

времени столкновения, то данная пара во взаимодействии не участ

вует. Число повторных испытаний по выбору взаимодействующих 

пар на данном временном шаге предполагается неограниченно воз

растающим, когда число частиц в системе N-> оо. Эту процедУру 
повторных розыгрышей с упомянутым правилом запрета назовем 

медленной коагуляцией. Сразу подчеркнем, что суть данного назва

ния связана с коэффициентом при ядре Ф в уравнении Смолуховско

го. Для ранее рассмотренной модели быстрой коагуляции коэффици

ент равен 2, а в модели медленной коагуляции коэффициент равен 1, 
что соответственно определяет динамику процесса коагуляции. Мо

дель медленной коагуляции полностью адекватна классическому 

уравнению Смолуховского и позволяет обобщение на пространствен

но неоднородный случай. В рамках модели медленной коагуляции 

получено математическое обоснование пространственно неоднород

ного уравнения Смолуховского для широкого класса начальных 

данных и вида зависимостей парного взаимодействия частиц Ф. 

Модель пространственно однородной медленной коагуля

ции. В отличие от рассмотренной выше модели быстрой коагуляции 

акты парных столкновений в модели медленной коагуляции разыг

рываются следУющим образом. 

Рассмотрим множество Л, состоящее из пар номеров (i,j), 
1 ~ i < j ~ N. В каждый момент времени tn разыгрываются неза-
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висимые случайные величины 71'[ в) (tп) со значениями в д так, что 

{ (s)( )-(· ')}- 1 р 11'z tn - Z,J - С2 ' 
N 

1 ~ s ~ Q(N). 

Возможные пары сталкивающихся частиц в момент времени tn 
выберем как значения набора 

накладывая дополнительное ограничение: если хотя бы один из 

номеров, входящих в пару 71'[ 8
) (tп) при s ~ 2, входит в одну из пар 

7!'z(l) (tп), ... ' 7!'z(s-1) (tп), 

то для пары 71'[81 (tп) коагуляци'я в ячейке Dz в момент времени tn 
не происходит. Тем самым исключаются многократные взаимо

действия для каждой частицы внутри ячеек. Подсчитаем вероят

ность выбора пары взаимодействующих частиц с номерами (i,j), 
1 ~ i < j ~ N. Очевидно, что вероятность выбора этой пары на s-м 
шаге в серии 1 ~ s ~ Q(N) независимых испытаний равна 

(
C'fv_2)s-1 1 

C'fv C'fv' 
где первый сомножитель является вероятностью того, что в первых 

s - 1 испытаниях во множестве д не появлялась пара с заданными 
номерами частиц i или j. Второй сомножитель~ это вероятность 
выбора искомой пары на последнем шаге. Таким образом, вероят

ность выбора пары (i,j) из множества дна одном из шагов в серии 
1 ~ s ~ Q(N) независимых испытаний равна сумме геометрической 
прогрессии указанных вероятностей, т. е. 

1-(~)Q(N) 

C'fv - C'fv _2 
Если число повторных испытаний Q(N) по выбору пары взаи

модействующих частиц таково, что величина Q(N)N-1 -+ оо, то 
при больших значениях N имеем 

1-(~)Q(N) 

C'fv - C'fv _2 
1 

rv-

2N 

Повторим дословно рассуждения, приведенные при рассмотре

нии пространственно однородной модели быстрой коагуляции, с тем 
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лишь различием, что вероятность коагуляции выбранной пары вза

имодействующих частиц определяется следующими условиями. 

Положим, что вероятность коагуляции частицы массы k с ча

стицей массы l равна Фk,/Т ~ 1, где функция Фk,l называется 

интенсивностью коагуляции и подчиняется сле,цующему условию: 

{ 

Фk,l = Фz,k;?: о, k,l Е z+, 
Фо,k = О, k Е z+, 
Фk,l = О, k > М. 

(5.17) 

Величину т 

соотношению 

> О назовем временем столкновения и подчиним 

1 
О < т ~ llФllo. 

Тогда в принятых выше обозначениях величины 

def 1 
Uk(N, tn) = V(N) < Nk(tn) >, k =О, 1, ... , 

(5.18) 

(5.19) 

после предельного перехода N --; оо удовлетворяют классическому 
уравнению Смолуховского 

duk 1 '"°"' ~ dt = 2 ~ Фz,rU/Ur - Uk ~ Фk,lИl, 
l+r=k 1=1 

k EN. 

Таким образом, модель медленной коагуляции соответствует ги

потезам М. Смолуховского. 

Тестирование модели пространственно однородной медлен

ной коагуляции. Численное моделирование коагуляции по алго

ритму с повторным выбором пар взаимодействующих частиц прово

дилось аналогично случаю быстрой коагуляции. Сравнение имита

ционного результатов моделирования проводилось с аналитическими 

решениями и вычислениями методом разностных схем. Для числа 

частиц N ,...., 200. Для времени взаимодействия частиц т ,...., 10-3 

для одной истории имитационного моделирования на уровне срезки 

М ,...., 102 для ядРа Ф ,...., 1 типичная погрешность не превышала 2% 
для общей концентрации частиц и отдельных компонент спектра. 

Ниже приведены типичные графики для серии пространственно 

однородных вычислительных экспериментов. 

Модель пространственно неоднородной медленной коагуля

ции. Рассматривается физическая система, состоящая из частиц, 

движущихся вдоль пространственной оси <:.Jx = { х}. Каждая частица 
характеризуется массой k, принимающей значения во множестве 
натуральных чисел N, причем скорость Vk переноса частиц вдоль 
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n(t) 
1 

Рис. 5.7. График полной кон

центрации n(t) (черный график
Монте-Карло; серый график - точ-

Рис. 5.8. График концентрации 

u1(t) (черный график-Монте

Карло; серый график - точное 

ное решение) решение) 

оси CJx является функцией массы частицы (например, падение в вяз
кой среде под действием силы тяжести по закону Стокса). В процессе 
движения частицы могут участвовать в парных соударениях. Пара 

столкнувшихся частиц с массами k1 и k2 могут слиться в одну 

частицу массы k1 + k2 с вероятностью Фk1 ,k2 (коагуляция). Пусть 
концентрация частиц массы k в окрестности точки х Е CJx в момент 
времени t ): О равна uk(x, t), k = 1, 2, .... Принятой в физике 
моделью описания эволюции множества концентраций 

u(x,t) = {uk(x,t)}~ 1 
служит задача Коши для пространственно неоднородного уравнения 

Смолуховского [28, 56]: 

auk(x, t) аиk(х, t) - s ( ( )) 1ТJ) k ю (5.20) 8t + Vk ах - k и х, t ' х Е ~, Е 1~, t;;::: О, 

где оператор столкновений Смолуховского имеет вид 

1 k-1 00 

Sk(u(x, t)) = "2 L Фk-J,JИk-JUj - Uk L Фk,jUj, k Е N. 
J=l J=l 

(5.21) 

Уравнение (5.20) дополняется начальными данными 

щ(х, О)= и~(х) ): О, k Е N, х Е JR. (5.22) 
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Теорема существования обобщенных решений задачи Коши 

(5.20)-(5.22) доказана в [56, 40] методом компенсированной компакт
ности для последовательности гладких неотрицательных решений 

конечномерных задач (5.20), (5.22) { Uk,Mo }мо=l при Мо ---> оо, 
полученных заменой оператора (5.21) в уравнении (5.20) его конеч
номерными аппроксимациями 

где IkMo) - индикатор натуральных чисел, не превосходящих М0 . 

Имитационная модель. Множество пространственных координат 

t')x разобьем на ячейки 

D1 = [х1, х1+1), х1 = lh, l Е Z, h >О, 

среди которых размещены частицы, занумерованные натуральными 

числами 1 ::;:; i ::;:; N, N ~ 1. Каждому номеру i соответствует 
величина m~l) (t), которая равна массе i-й частицы, если она нахо
дится в момент времени t в ячейке Dz, и m~1)(t) = О в противном 
случае. Если m~l) (t) = О для всех ячеек, то частица с номером i 
отсутствует в системе. Условимся, что если частица присутствует 

в системе, то она может находиться в данный момент времени только 

в одной ячейке. Таким образом, в каждый момент времени состояние 

системы задается распределением масс 

M(t) = {m(lJ(t)} , 
IEZ 

где 

(!)() - ( (!)() (!)() (!)( )) т t - m 1 t , m 2 t , ... , т N t . 

Пусть время t принимает дискретные значения tп = пт, п Е z+, 
т >о. 

Частицы, помещенные в ячейку D1 в момент времени tп, могут 

участвовать в парных взаимодействиях, приводящих к их коагу

ляции. Акты парных столкновений и коагуляции разыгрываются 

следУющим образом. 

Рассмотрим множество д, состоящее из пар номеров (i,j), 
1::;:; i < j::;:; N. В каждой ячейке D1 в момент времени tn разыг
рываются независимые случайные величины 7Г [ 8 ) ( tn) со значениями 
в множестве д так, что 

P{1Гi8)(tn) = (i,j)} = d2 , 1::;:; S::;:; Q(N). 
N 



§ 4. Моделирование медленной коагуляции 1 71 

Возможные пары сталкивающихся частиц в ячейке D1 в момент 

времени tn выберем как значения набора 

накладывая дополнительное ограничение: если хотя бы один из 

номеров, входящих в пару 1ГZs) (tn) при s.;? 2, входит в одну из пар 

(1)( ) (s-1)( ) 1Гz tn , . · . , 7Г1 tn , 

то для пары 1ГZ 8)(tn) коагуляция в ячейке D1 в момент времени tn 
не происходит. Тем самым исключаются многократные взаимодей

ствия для каждой частицы внутри ячеек. 

Возможность коагуляции для выбранных вышеуказанным спо

собом пар номеров сталкивающихся частиц определим розыгрышем 

совокупности независимых случайных величин 

(!) l '71 
77(i,j)(tп)' Е tL;, 

(i,j)EЛ, 

принимающих два значения: О и 1. Значение О означает запрет 
коагуляции, а 1 - наличие коагуляции для пары частиц с номерами 

(i,j) в ячейке D1 в момент времени tn. Розыгрыш этих значений 
подчиним следующим правилам. Положим, что 

т. е. при отсутствии, по крайней мере, одной из частиц в паре 

коагуляция не происходит. Если 

то значения случайной величины 7]~~~j)(tn) задаются условной функ
цией распределения 

где О ~ Фk,,k2 = Фk"k, ~ 1-вероятность коагуляции сталкиваю

щейся пары частиц с массами kl и k2. 
Если пара (i,j) Ед выбрана и 
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то значение вектора состояния m ( l) ( tn) преобразуется по следующе
му правилу: 

Если же 

m~)(tn) г-t m~)(tп) = m~)(tп), а -=f i, 

m~l)(tn) г-t m~l)(tn) = m~l)(tп) + mY)(tп), 
mjl)(tп) г-t т;z)(tп) =О. 

Т/((l)·)(tп) =О, i,J 

то значения m~)(tп), 1 ~а~ N, остаются неизменными. Указанная 
процедура выполняется для всех пар выбранных номеров последо

вательным перебором значений 

(1)( ) (Q(N))( ) п1 tn , ... , п1 tn . 

После проведения перечисленных розыгрышей во всех ячейках, 

содержащих частицы, переходим к выборочному вероятностному 

пространству [58, 143], в котором все построенные выше случайные 
величины являются независимыми без изменения их функций рас

пределения. 

Обозначим 

Для пары п = (i,j) Ед положим min п = i, mахп = j. 
Рассмотрим числа заполнения ячейки D 1 частицами массы k Е N: 

N 
(!) ( ) def ""' :;: 

Nk tn = ~ uk,m\l)(tп)' 
i=l 

Вышеуказанной процедуре розыгрыша актов коагуляции сталки

вающихся частиц в ячейке Dz соответствует следующее преобразо
вание чисел заполнения Nkl) ( tn) г-t Nkl) ( tn): 

Q(N) s-1 

Nk(l)(tп) = Nk(l)(tп) + '""" '""" J П(1 J ) ~ ~ 71'
1
(s)(tn),(i,j) - min71'zq)(tп),i Х 

(i,j)EЛ s=l q=1 

Х (l - Jmax71'(q)(t ) i)(l - Jmin7r(q)(t ) J.)(l - 8max7r(q)(t ) i)x 
l п ' l п ' l п ' 

х Т/(l). { '""" J (1) J (1) -
(i,J)(tn) ~ a,mi (tп) (3,m1 (tп) 

a+fЗ=k 

- Jk,m~ 1)(tп) f 8rз,m;i>(tп) - Jk,mJ1)(tn) f 8a,mP)(tn) }· 
(3=1 a=l 

Все суммы здесь состоят из конечного числа ненулевых слагае

мых. 
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Пространственный перенос. После завершения розыгрыша ак

тов коагуляции во всех ячейках, содержащих частицы, осуществля

ется перемещение частиц между ячейками. Положим, что Vk Е Z -
скорость пространственного переноса частицы массы k Е N. Размер 
пространственных ячеек h и шаг по времени т подчиним условию 
тh-- 1 = 1. Тогда частицы массы k за время т перемещаются из 
ячейки D1 в ячейку D1+vk. Тем самым определяется состояние 

системы в момент времени tn+l· Очевидно, 

Далее вновь разыгрываются акты коагуляции, осуществляется 

пространственный перенос и т. д. Таким образом, полностью опреде

лена эволюция системы для всех tn ?:: О. 
Обозначим величиной (Nk1)(tn)) среднее число частиц массы k 

в ячейке Dz в момент времени tn ?:: О. Положим 

(!) (t ) def (Nk
1
)(tn)) 

иk,N п - Nh 

- средняя концентрация частиц массы k в ячейке Dz в момент 

времени tn. 

Теорема 5.4. Пусть вероятность слияния частиц Фki,k2 является 
финитной функцией, т. е. 

Фk1 ,k2 =О при kl ?:: Мо или k2?:: Мо. 

Тогда средние концентрации 

(!) ( ) { (!) ( )}Мо и•,N tn = иk,N tn k=l 

подчиняются разностному уравнению 

u~?N(tn+l) = u~1,;vk)(tn) + тSkMo)(u~l,;vk)(tn)) + тO(h--2 (N -1)--1
), 

N?::2, 

где оценка О является равномерной относительно tn. 

Следствие 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.4 и существу-
ет предел 

lim u(l) (О) = u(l) (О). 
N--юо k,N k 

Предположим, что Q(N)/N __.., оо при N __.., оо. Тогда при каждом 

tn ?:: О существует предел 

. (1) ( ) (!) ( ) l1m uk N tn = uk tn , 
N-+CXJ ' 



Рис. 5.9. Вычислительный эксперимент для анализа спектров распределения частиц: моделирование пространственно 
неоднородной коагуляции. Вероятность слияния пары сталкивающихся частиц Ф = 1. Шаг по времени TAU = 0,02. Шаг 
по пространственной области Н = TAU = 0,02. Скорость пространственного переноса v(k) = k. 2500 частиц в системе, 
на каждом шаге по времени в каждой ячейке по 30 ООО повторных розыгрышей пар для взаимодействия с запретом выбора 
уже разыгранных пар на данном временном шаге. Выведены значения концентраций при k = 1 и 2 на отрезке времени 
от О до 0,7 (слева). Справа выведена пространственная развертка значений концентраций в расчетной пространственной 
области от О до 2. Белые точки -результа·г розыгрыша Монте-Карло, серые точки -расчет по разностной схеме Коши 

для пространственно неоднородного уравнения Смолуховского. На верхнем графике представлена суммарная концентрация 

частиц. При моделировании удерживались в процессе взаимодействия частицы с массами до 20, а большие частицы исключались 
из дальнейшего взаимодействия (выпадение в осадок). Графики временной развертки компонент k = 1 и 2 приведены в точке 

наблюдениях= 1,3 
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подчиняющийся разностному уравнению 

и~\tп+1) = U~l-vk)(tn) + тSkMo)(u~l-vk)(tn)). (5.23) 

Теорема 5.5. Пусть начальные функции (5.22) являются гладкими, 
а начальные значения в разностном уравнении (5.23) согласованы 
с начальными данными (5.22) так, что . 

(5.24) 

Тогда при условии тh- 1 = 1 разностная схема (5.23), (5.24) сходится 
к единственному гладкому неотрицательному решению задачи Коши 

диk,М0 (Х, t) + дuk,M0 (X, t) _ S(Mo)( ( t)) 
дt Vk дх - k Ue,Mo х, ' (5.25) 

х Е IR, t ;;::: О, 1 ~ k ~ Мо, 

иk,Мо (х, О) = и2(х), 1 ~ k ~ Мо, х Е JR.. (5.26) 

Замечание 5. 7. Методами работ (56, 40] можно показать, что в случае 
выполнения условий 

О:;:; Фk1 ,k2 = Фk2 ,k1 :;:; 1, k1,k2 Е N, 

Фк,k =О, k Е N, 

из последовательности решений задачи Коши (5.25), (5.26) можно 
выделить подпоследовательность, слабо сходящуюся к обобщенному 

решению задачи Коши (5.20)-(5.22). 

Замечание 5.8. Аналогичным образом за счет выбора соотношения 
hт- 1 Е N вышеуказанные результаты можно распространить на ско
рости переноса с рациональными значениями. 

Тем самым завершается обоснование сходимости имитационного 

моделирования к решениям уравнения Смолуховского (5.20). 
Тестирование модели пространственно неоднородной медленной 

коагуляции показано на рис. 5.9-5.11. 

§ 5. МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННО НЕОДНОРОДНОЙ 
КОАГУЛЯЦИИ НА ОСНОВЕ ОДНОКРАТНОГО РОЗЫГРЫША 

ПАРЫ ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИХ ЧАСТИЦ 

Перейдем к рассмотрению статистического моделирования процесса 

пространственно неоднородной парной коагуляции (метод 11онте

Карло) \58-63), основанный на рассмотренной схеме пространственно 
однородных взаимодействий в каждой пространственной ячейке. 

Пусть в начальный момент времени t > О рассматривается 

система из N частиц, находящихся на отрезке [О, L] Е JR.1 . Положим, 



Рис. 5.10. Вычислительный эксперимент для анализа спектров распределения частиц: расчет по программе для простран
ственно неоднородной коагуляции NUSM OL: 25 ООО частиц, шаг по времени =шаг по пространственной = 0,01; на каждом шаге 
по времени повторяются розыгрыши пар сталкивающихся частиц 30 ООО раз. Выбранные в паре частицы могут столкнуться, если 
они находятся в одной и той же пространственной ячейке. При повторном выборе частиц с номерами, которые уже выбирались 

на данном временном шаге, столкновения не происходит. Для сталкивающихся частиц вероятность слияния (коагуляции) Ф = 1. 
Размер пространственной области 2. Скорость пространственного переноса v(k) = k. Число учитываемых масс 10; 1 :::; k :::; 10; 

OUT выводится в точке х = 13. Время расчета на процессоре 1,7 Ггц 8 минут 



Рис. 5.11. Вычислительный эксперимент для анализа спектров распределения частиц: пространственно неоднородная 
коагуляция. 2500 частиц, удерживается частица с массой не более 2. Точка наблюдениях = 1,3. Скорость переноса 
v(k) = k. Шаг по времени и пространству 0,02. Время счета до 0,7, пространственная область от О до 2. Начальное 
распределение - экспонента по пространственным координатам дох = 1, по массе геометрическая последовательность 

со знаменателем 0,5. Вероятность слияния Ф(k, k) = 0,5; Ф(k, l) =О при k # l 
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что каждой частице присвоен номер i (1 ~ i ~ N), и она имеет 
в момент времени t ;? О, находясь в точке Xi ;? О одномерного 

пространства ХЕ [О, L], массу m;(t) Е z+ и скорость v(m;(t)) Е z+. 
Пусть 

Vmin = minvi, i = 1, ... , N. 

Выберем шаг по пространству h и шаг по времени т, исходя из 
следующих соображений. Положим, что вероятность коагуляции 

частицы массы k с частицей массы l равна 

Р = Фk,tт([Nh] -1), (5.27) 

где функция Фk,l является интенсивностью коагуляции и подчиня

ется условию (5.17). 
Величину h подчиним соотношению 

O<h~ 
Vmin 

Величину т = т(vmin,N) назовем временем столкновения и под
чиним соотношению 

Разобьем координатное пространство Х на интервалы (ячейки) 
длины h каждый. Таким образом, получим [L/h] интервалов, где 
неравенство О < h < L < оо представляет область, в которой проис
ходит розыгрыш случайного взаимодействия частиц. В каждый из 

интервалов положим 

частиц ненулевой массы, причем в начальный момент времени t = О 
справедливо равенство: 

[L/h] 

L Nk=N. 
k=l 

Дополним каждый из интервалов покоящимися частицами с нулевой 

массой так, чтобы в каждом из интервалов было [Nh] частиц. 
Алгоритм пространственно неоднородной коагуляции организуем 

с учетом свободного переноса частиц и будем проводить по следую

щей схеме. 

В каждой из ячеек разыгрываем одно столкновение по алгоритму 

пространственно однородной коагуляции лишь с теми отличиями, 
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что вероятность слияния пары частиц определяется формулой (5.27), 
а выборка очередной пары осуществляется с вероятностью 

1 
Р(1Г = 1Гi,j) = ~· 

[Nh] 

Пространственный перенос частиц после очередного розыгрыша 

по всем ячейкам подчиним преобразованию 

где Xki, Vki - координата и скорость соответственно i-й частицы 

в k-й ячейке пространства L. Концентрации Uz ( t, х) частиц массы 
m 1 Е [1, ... , М] вычислим по формуле 

Nz 
иz(t, х) = [Nh], 

где Nz - количество частиц массы mz в момент времени t qт, 

q Е z+ в ячейке с координатой х = ph, р Е z+. 

Тестирование алгоритма и вычислительный эксперимент. 

В тестовом примере значения скоростей переноса положим Vi = i, 
где i = 1, 2. Тогда уравнение Смолуховского приобретает следующий 
вид: 

(5.28) 

Ядро взаимодействия Фi,j и начальные условия задаем следую

щими соотношениями: 

Ф1,1 = 1, Ф1,2 = Ф2,2 = О, 
ip 1 (x) = B(x)B(l - х), lxl < оо, 
<р2(х) =О, lxl < оо. 

(5.29) 

В этой модели частицы массы m 1 = 1 «расходуются на рож
дение» частиц массы m 2 = 2, которые движутся в свою очередь 
со скоростью v2 = 2, т. е. в два раза быстрее своих «родителей». 



0,28 

0,26 

0,24 

0,22 

0,2 

0,18 

0,16 

0,14 

0,12 

0,1 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

о 

0,6 0,8 

+++++ 

1,2 1,4 1,6 1,8 2 

аналитическое решение 

вычислительный эксперимент 

Рис. 5.12. Математическое моделирование задачи (5.28), 
(5.29): 10 историй, 100 тыс. частиц. Сечение u2(t) 

при х = 0.5 

0,26 

0,24 

0,22 

0,2 

0,18 

0,16 

0,14 

0,12 

0,1 

0,08 

0,06 

0,04 

0,02 

о 

~ 

~~ 

~rrt 
J. . ) 

1r- \ 
1 ' '* ' j ~ 

J \ 
~ +\ 

~ ~t. , t, 
1/ , '--
r ," 
О О, 1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 О, 7 0,8 0,9 

+++++ 

аналитическое решение 

вычислительный эксперимент 

Рис. 5.13. Математическое моделирование задачи (5.28), 
(5.29): 10 историй, 100 тыс. частиц. Сечение u2(t) при х = 1 
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Аналитическое решение задачи Коши (5.29) имеет следующий вид: 

и (t х) = 0(1 - (х - t))B(x - t) 
1 

' 2t + 1 ' 
о, 

x-t 
(1+4t - 2х)(1+2t)' 

t 
1+2t' 

1 

4(2t - х + 1)(2t - х + 1) - 1' 
2t - х + 1 

3 + 4t- 2х' 
о, 

х < t, 

t < х < t + 1, х < 2t, 

t < х < t + 1, х > 2t, 

х > t + 1, х < 2t, 

х > t + 1, 2t < х < 2t + 1, 

х > 2t + 1, 

где t ~ О. На основе вышеизложенного алгоритма имитации слияний 
частиц для пространственно неоднородного случая была реализова

на программа на ЭВМ. Вычислительный эксперимент для задачи 

Коши дает результат, согласующийся с аналитическими решениями. 

Следует отметить, что дисперсия в эксперименте не превышает 1 %. 
На рис. 5.12 и 5.13 сопоставлены графики аналитических выражений 
и результатов прямого численного эксперимента для задачи (5.28), 
(5.29). 

Аналогичный вычислительный эксперимент для системы (5.28) 
проводится при следующих условиях на ЯдРО взаимодействия и на

чальные данные: 

Ф1,1 = Ф2,2 = 1, Ф1,2 = О, 
1 

rp1(x) = rp2(x) = 2в(х)В(1 - х), lxl < оо. 
(5.30) 

На рис. 5.14, 5.15 сопоставляются графики аналитических выра
жений для концентраций с результатами имитационного моделиро

вания задачи (5.28), (5.30). 
Рассмотрим систему (5.28), начальные условия и интенсивность 

коагуляции положим соответственно 

Фm1 ,m2 = lm1 - m2I, 
1 

rp1(x) = rp2(x) = 2В(х)В(1- х), lxl < оо. 
(5.31) 

На рис. 5.16 сравниваются результаты имитационного алгоритма 
для задачи (5.28), (5.31) с решениями, полученными с помощью 
разностной схемы (5.23). 
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Для системы (5.28) начальные условия и интенсивность коагуля
ции положим в виде 

'Р1 (х) = 

1 
о, х <о, 1 

2х, О~ х ~ -, 
1 2 

2(1 - х), 2 < х ~ 1, 

о, х > 1, 

ср2(х) =О, fxl < оо. 

(5.32) 

На рис. 5.17 сопоставлены результаты прямого численного моде
лирования с решениями задачи (5.28), (5.32), полученными с помо
щью разностной схемы (3.5), (3.6). 

На основе анализа полученных данных можно сделать вывод 

о наличии достаточно хорошего согласования между результатами 

предложенного алгоритма прямого имитационного моделирования 

и аналитическими решениями задачи Коши для уравнения Смолу

ховского пространственно неоднородной коагуляции. 

§ б. РАЗНОСТНЫЙ МЕТОД ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМОЛУХОВСКОГО 
С ИСТОЧНИКОМ ЧАСТИЦ 

Рассмотрим случай, когда в системе коагулирующих частиц дей

ствует внешний источник, поставляющий в нее частицы с интен

сивностью q(wJ(t):): О, что учитывается добавлением этой величины 
в правую часть уравнения Смолуховского (5.1): 

(5.33) 

где S- оператор Смолуховского (1.8), (1.9), а qCwJ(t) :): О-плотность 
источника частиц такая, что qCwJ(t) :): О, О ~ t ~ Т, q Е LiT) и при 
этом ядро Ф Е Х", О ~ 7 ~ 1, в соответствии с теоремой 5.1 
в случае дискретных масс (для непрерывных масс см. гл. 7). К 
уравнению (5.33) добавим начальные данные 

(5.34) 

Дополнительно к требованиям, накладываемым на начальную 

функцию и0 в этих главах, потребуем выполнение условия непосред
ственной интегрируемости, а именно, будем всюду в этом разделе 
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предполагать, что значения сеточной нормы 

(Х) 

llиoll11 def h L и6w,), h = Wi+1 - Wi, i = 0, 1, ... , 
i=O 

стремятся к llи6·)\IL 1 (JI:ti) при h ----> О. Такие же предположения 
распространяются на источник частиц q·по переменной w. 

Лемма 5.3. Пусть и6w) ;;;: О, и6w) Е L1 (~i), а плотность источника 
частиц q такая, что q(w)(t) ;;;: О, О ~ t ~ Т, q Е L~T). Тогда 
решение задачи Коши (5.33), (5.34) неотрицательно и ограничено 
при t Е [О, Т], причем выполнено неравенство 

llи(.) llL1(JI:tt) ~ 11и6·) llL1(JI:tt) + QT, 

Доказательство указанных свойств решения задачи (5.33), (5.34) 
полностью повторяет случай q =О, который детально рассматрива

ется в гл. 7, и поэтому мы его опускаем. 
Следующая разностная схема задает приближенный численный 

метод решения задачи Коши (5.33), (5.34): 

{ 

(w,)( ) (w,)( 
и" t + т7 - и0 t) ~ S~")(u~)(t)) + q~"·), 

t Е ~i, w Е ~t, 

u(wi)(t) = u(w,) О~ t < т 
Q о ' -.....::::: ' 

(5.35) 

где сеточный оператор Смолуховского 

l (w,-h)/h 

Shwi)(u~)(t)) = 2 L hФ(wi - w1 ,w1 )u~'-wJ)(t)u~wJ)(t)
j=O 

м 

- LhФ(wi,wj)u~w,)(t)u~wJ)(t); 
j=O 

h - шаг сетки по переменной w, h > О, 

М = [ ~], О~ i ~ М; 
т - шаг сетки по переменной t, т > О; 

u~)(t) = u~w,)(nт) при wi ~ w ~ wн1, пт ~ t < (п + l)т, 

к= [~]' о~ п ~к - 1, 
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а= (т, h)-параметры разностного метода. 
Рассмотрим сначала вспомогательную задачу 

где оператор 

"' 
s):\uC·)(t)) = ~ ! Ф(ш -w1,w1)uCw-wiJ(t)uC"'1 J(t) dw1 -

о 

N 

- uC"'J(t) f Ф(ш, w1)uC"'1 Jdw1, О ( w ( N. 

о 

(5.36) 

(5.37) 

Лемма 5.4. Пусть выполнены условия леммы 5.3. Тогда при любом 
натуральном N для решения задачи (5.36), (5.37) выполнены оценки, 
приведенные в лемме 5.3, которые равномерны по номеру N Е N. 

Доказательство этого утверждения полностью повторяет соот

ветствующие рассуждения в лемме 5.3, так как SN является опе
ратором больцмановского типа. 

Покажем, что разностная схема (5.35) аппроксимирует вспомога
тельную задачу (5.36), (5.37). 

Обозначим u~wi) = u~wi) (пт), где u~w,) (пт) -решение разностной 
схемы (5.35) на п-м шаге по времени. 

Для удобства дальнейших рассуждений продолжим область 

определения аргументов w в операторе SN на все неотрицательные 
числа, полагая его равным тождественному нулю вне отрезка [О, N]. 
Положим 

t >о, w Е JR.t, 
w Е JR.i, 

t >о, 
w Е JR.t. 

Тогда задачу (5.36), (5.37) можно записать в виде 

Lu(w) = J(w), t >О Е m+ ' w .1&1. 
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Кроме того, положим 

{ 

(w;) (w;) 
Uп+1 - Un - 5(w;)(u(.)) 

Laua = т h п ' 

u(w;)(t), 

О ~ n ~ К, О ~ i ~ М, 

о~ t < т, 

!а п ' 
{ 

q (w;) 

= (w;) 
Uo , 0 ~ i ~ М. 

Тогда разностная схема (5.35) может быть переписана в виде 

(5.38) 

В качестве сетки Da выберем совокупность точек пересечения 
прямых 

t = nт, О ~ n ~ К, w = ih, О ~ i ~ М, 

где т,h >О. 

Пусть ua - пространство функций, определенных на сетке D а, 

llиallиa def пь~х \и~w;) 1 · 

Обозначим Ff - линейное пространство, состоящее из элементов 

с конечной нормой 

Правая часть f°' разностной схемы (5.38) принадлежит про

странству ра def La (Uf) - образу разностного оператора, который, 
вообще говоря, не является линейным подпространством в Ff. Здесь 

Uf = { Ua Е ua : Ua ~ о}. 

Множество F°' снабжено индуцированной метрикой, которая по
рождена нормой 11-11 Ff: 

( а а) def 11 а а\\ Р ра g ' g1 = g - g1 Ff. 

Поскольку в классической теории разностных схем (70] опреде
ления устойчивости и аппроксимации разностной схемы сформу

лированы для нормированного пространства F°', переформулируем 
указанные определения для рассматриваемого случая метрических 

пространств (не являющихся в нашем случае линейными нормируе

мыми пространствами). 
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Обозначим через [u]D" оператор сужения точного решения и 
дифференциальной задачи (5.36), (5.37) на сетку Da. 

Определение 5.3. Разностная схема (5.38) аппроксимирует диффе
ренциальную задачу, если невязка 

при т --. О, h --. О. 

Определение 5.4:,Разностная схема (5.38) называется устой"iuвой 
на подмножестве Fa С F°', если существуют такие числа то, ho, 
что при параметр~х сетки т < т0 , h < h0 и исходных данных f °', 
принадлежащих Fa, существует единственное решение разностной 
задачи (5.38), а для любых ff, f/f Е Fa, находящихся в замкнутом 
шаре радиуса r >О с центром в f°' =О, выполняется неравенство 

где v~') и u~w,) -решения разностной схемы (5.38), соответствую
щие сеточным исходным данным ff и f::[, С - постоянная, завися

щая от величин то, ho, r. 

Замечание 5.9. Столь сложное определение устойчивости обуслов
лено тем, что разностные схемы для нелинейных задач физической 

кинетики обладают хорошими свойствами только при наличии неот

рицательности решения, а в противном случае развивается вычисли

тельная неустойчивость, связанная, вообще говоря, с некорректностью 

задачи Коши при отрицательных (знакопеременных) исходных данных 

(начальной функции, источнике или ядре). 

Для уравнения Смолуховского с источником множество Fa со

стоит из векторов с неотрицательными компонентами, которые при

надлежат пространству 11 при каждом п. 

Сходимость разност1.юй схемы понимается в обычном смысле [70], 
а именно, погрешность приближения сужения точного решения [u]D" 
на сетке Da разностным решением Ua такова, что 

при т --. О, h --. О. 
Понятия порядка аппроксимации и порядка точности разностной 

схемы аналогичны определениям в (70]. 
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В рамках сделанных определений сформулируем теорему, кото

рая доказывается дословным повторением соответствующей клас

сической теоремы о сходимости разностных схем [70], и поэтому ее 
доказательство не приводится. 

Теорема 5.6. Если разностная задача (5.38) аппр;?ксимирует диф
ференциальную задачу и устойчива на множестве Fexi то разностное 
решение и0 сходится к решению и дифференциальной задачи. 

Таким образом, для доказательства сходимости решения разност

ной схемы (5.38) к решению задачи (5.36), (5.37) достаточно доказать 
устойчивость (5,:38) и то, что она аппроксимирует дифференциаль
ную задачу на F0 • 

Докажем сначала вспомогательное утверждение. 

Лемма 5.5. Пусть выполнены условия леммы 5.1, а шаг по времени 
т > О подчинен требованию 

1 
Т: Т ~ ---------(~)----(~Т-)-. 

sup Ф(w, w1)(llи0· 1111 + Qh Т) 
(5.39) 

w,w1~N 

Тогда решение разностной схемы (5.38) на любом шаге по вре
мени пт ~ Т ограничено и неотрицательно, причем выполнено 

следУющее соотношение: 

llи~) 1111 ~ 11и6.) 1111 + Q~т)т, (5.40) 

где величина Q~т)Т определена формулой 

Q~T) = \\[q]Da \\i~) def max \\q(.)(пт)\\1 1 
О~п~К 

- сеточная норма источника. 

О Для доказательства применим метод математической индукции 

по номеру п, т. е. по времени. Ограниченность и неотрицательность 

и6"'') следуют из условия леммы. 
Пусть утверждение леммы верно для всех п: О ~ п ~ п * < К. 

Покажем, что утверждение леммы верно для п = п* + 1. Из (5.38) 
следует равенство 

и~";'2 1 =и~";')+ т(S~"'')(и~l) + q~"'')). 
Отбросив в правой части равенства неотрицательные слагаемые, 

получаем 
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Воспользовавшись тем, что 

Ф(w,w1 ):::;; sup Ф(х,у) =С, 
w,w~N 

а также тем, что в силу неотрицательности u~":;i) справедливо соот-
ношение 

имеем 

(5.41) 

Из (5.38) получаем 

u(wi) = u(wi) + т (s(wi)(u(.) ) + q(wi)) 
п* п"'-1 h n*-1 n · 

Просуммировав обе части этого равенства по i и умножив их на h, 
имеем 

Учитывая неотрицательность u~"'i) при п: О :::;; п :::;; п*, а также 
наличие свойства диссипативности оператора S на неотрицательных 
функциях, что означает выполнение неравенства 

м 

~ hS(r.vi)(u(.) ) ~О 
L_, h п*-1 '-" ' 
i=O 

устанавливаем 

Тогда справедливо соотношение 

Отсюда выводим 

и, таким образом, для всех рассматриваемых значений номера п 

(5.42) 
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По ин,цукционному предположению и~"::') ~ О. Тогда из (5.41) 

сле,цует, что и~"::~ 1 ~О, если выполнено условие 
1 

т: т ~ -------~,,--,,-, sup Ф(u;, UJ1) и~~ 
""1,W1~N l1 

которое обеспечивается (5.39) и соотношением (4.32). Таким образом, 

доказана неотрицательность и~"::'~ 1 . 
д ~) в окажем теперь ограниченность un•+i · оспользовавшись 

преды,цущими рассуждениями и учитывая доказанную неотрица

( w) 
тельность ип•+ 1 , получаем 

что также означает ограниченность и~"::.1 1 . 
Таким образом, утверждение леммы верно для п = п* + 1, а 

значит, для всех рассматриваемых значений п. Лемма доказана. 8 

Перейдем к доказательству устойчивости разностной схе

мы (5.38). 

Теорема 5. 7. Разностная схема (5.38) устойчивая на Fa_, причем 

sup llv~) - u~)llz, ~ (//Ь(.) - а(.)//1 1 + Т//qь - qa//}~)) ехр(С2Т), (5.43) 
n 

где v~w,) и u~w,) -решения разностной схемы (4.28), соответствую
щие исходным данным 

Л: = (a(w,), qa) и f{; = (Ь(w,), qь), 

которые принадлежат F°'. 

О Доказательство существенно использует неотрицательность раз

ностного решения, что приводит к выполнению оценки (5.40), если 
имеет место (5.39). 

В силу ограниченности решения разностной схемы (5.38) на каж
дом шаге существование и единственность ее решения очевидны. 

Таким образом, для доказательства устойчивости (5.38) достаточно 
доказать справедливость неравенства 

llv~) - U~)\lua ~ Cppa(f;:, ff:). 

Покажем справедливость неравенства (5.43). 

По лемме 4.6 функции v~), и~) неотрицательны и ограничены 
в норме пространства l1 . 
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Составим их разность и обозначим ее z~"'i): 

Z (wi) = v(w,) - u(w;) о < < к о / . / м 
n n n , где "' п "' , "'::: z "'::: , 

причем 

Положим 

Тогда, воспользовавшись (5.38) для z~w,), получаем следующие 
соотношения: 

о ~ i ~ м, о ~ п ~ к, 

zь"'i) = ь<wi) - a(w;)' о ~ i ~ м. 

В силу симметричности ядра Ф(ш, ш1 ), имеем 

Sh"'')(v~)) - Sh"'i)(u~)) = 

(5.44) 

l (wi-h)/h 
= 2 L hФ(wi - Шj,ШJ){ (u~w;-wз) + v~"'i-wз))(v~"'з) - и~"'з))} + 

j=O 
м 

+ L hФ(шi, шJ){ (u~"'i) + v~"'i))(v~"'з) - и~"'з)) }. 
j=O 

Из (5.44) следует, что 

z(w,) = z(w,) + т(S(w,) (vC·)) - S(w;) (и(.)))+ тдqi 
n+l n h n h n n· 

Тогда, учитывая (!J.45), получаем 

(w;-h)/h 

1 
(wi) 1 1 (wi) 1 11 " ( ) Zn+l ~ Zn +т 2 ~ hФ Шi -Шj,Шj Х 

(5.45) 

Х { (u~w;-wj) + v~w,-wз))(v~wз) - u~wj))} + (5.46) 
м 

+ f; hФ(шi, ш1 ){ (u~"'i) + v~"''))(v~wз) - и~"'1 ))} 1 + тlдq~I-
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-Умножая обе части полученного неравенства на h и суммируя 
по i: о~ i ~ м, выводим 

llz~~1ll1 1 ~ \lz~)\11 1 + 

1

1 м (o;;-h)/h 

+т2~ ~ h2Ф(wi-VJj,VJj)x 

х { ( v~"';) - и~"';)) ( v~o;,-w;) + u~"'•-w;)) }+ 
мм 

+ ~ ~ h2Ф(wi, VJj){ (и~"'')+ v~o;,))(v~"';) - u~"'J))} 1 + тllдqnll11; 

\lz~-~1 !111 ~ l\z~)l\1 1 + 

+ тl ~ t,; h2 Ф(wi, "-'j){ (и~"'')+ v~"'i)) (v~"';) - и~"';))} 1 + тl/дqп//1 1 ; 

llz~~1lk ~ llz~·)ll1 1 + 
м м 

+ ~ LLh2Ф(wi,"-'j)lи~"'•) +v~;)l · lv~"';) -u~"'J)\ +тllдqп/11 1 ; 
i=O j=O 

llz~·~1ll1 1 ~ Jlz~·)IJ1 1 (1+ 7~{Jlu~)ll11 +Jlv~)Jl1J) +тl/дqnll11, (5.47) 

где постоянная 

С= sup Ф(w, w1). 
o:::;w,w1:::;N 

Воспользовавшись неравенством (5.42), имеем 

Jlz~~1ll1 1 ~ l\z~)ll1 1 х 
х (1 + тС max(lla(.) 11 11 + Q~т)Т, Jlь<-) lk + Q~т)Т)) + тjjдqnll1 1 . 
Обозначив 

C2=Cmax(Jla(.)Jl 11 +Q~т)Т, IJЬ(.)Jl 11 +Q~T)T), 
получаем 

Jlz~l1Jl 11 ~ Jlz~·)IJ 11 (l+тC2)+тllдqnll1i-
По индукции 

Jlz~l1Jl1 1 ~ (Jlz6.)IJ 11 +птдQ)(1+тС2)п, 
Jlz~·i11J1 1 ~ (Jlz6.)IJ 11 + TЛQ)(l + тС2)t/т, 
"Устремляя т к нулю и учитывая, что (1 + тС2)t/т монотонно 

возрастая стремится к exp(C2 t), t): О, имеем 

llzпll11 ~ (llz6·) 1111 + ТдQ) ехр(С2Т). 
7-5673 
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Тогда 

т. е. справедливо неравенство (5.43), сформулированное в теореме. 
Перейдем теперь к устойчивости разностной схемы (5.38) в про

странствах иа' ра. 

Повторяя процесс получения неравенств (5.46), (5.47), приходим 
к следующим соотношениям: 

lz~+1I:::;; mrxlz:;:''I. (1 + 3~с llи~) + v~)ll11) + тmrxlдq~I-
"У читывая здесь неравенство ( 5 .40), заключаем 

lz~+i I :::;; maxiz:;:'' 1 · (1 + тСз) + т max lдq~I, 
i i 

где постоянная определяется выражением 

Сз = 3Cmax(lla(.)llL1(R{) + QT, llЬ(.)llL 1 (R{J + QT). 

Таким образом, 

mfx \z~~i 1 :::;; mfX \z~"'') 1 (1 + тСз) + т mfx lдq~l-
Продолжая оценки по индукции, получаем 

maxlz~w,) 1 :::;; (max \zь"'') \ + пт max lдq~I) (1 + тСз)п, 
i i i,m 

и, следовательно, 

supmax\z~"'')\:::;; (max\z6"'')\ +Tmaxlдq~I) ехр(СзТ), 
п i i i,m 

что влечет выполнение соотношения 

\\v~) -u~)llиa:::;; Cppa(f;:,JЬ), 
которое означает наличие искомой устойчивости. Теорема дока

~~ . 
Покажем теперь, что разностная схема (5.38) аппроксимирует 

задачу (5.36), (5.37). 

Лемма 5.6. Пусть для задачи Коши (5.36), (5.37) выполнены усло
вия леммы 7.2, а неотрицательный источник q является непрерывной 
суммируемой функцией, причем произведение (1 + w)q"'(t) имеет 
ограниченную норму в пространстве LiT) при каждом положи
тельном Т. Тогда семейство решений задачи Коши (5.36), (5.37), 
занумерованных параметром N Е N, равностепенно непрерывное по 
w Е [О, а] \:/а> О, на каждом отрезке изменения времени О:::;; t:::;; Т. 
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Доказательство этого утверждения практически дословно повто

ряет рассуждения леммы 7.2, проведенные для получения модуля 
непрерывности решения уравнения Смолуховского (5.1) без источ
ника частиц, поэтому мы его опускаем. 

Теорема 5.8. Пусть выполнены условия леммы 5.3 и значения 
оператора сужения решения [и]v" на сетку Da определяются как 
значения решения и в узлах сетки. Тогда разностная схема (5.38) 
аппроксимирует задачу (5.36), (5.37). 

О Оценим невязку в метрике пространства ра, которая возникает 

в разностной схеме (5.38) при подстановке точного решения зада
чи (5.36), (5.37). 

дa·def PFa(La([u]v"),Ja) ( 

( sup \u("',)((n + 1)т) - и<"'')(пт) - Sh"'')(u<.)(nт)) - q(w;)\ + 
т,h Т 

+ s~p lu(w;) (О) - и6"'') 1 · 

Поскольку решение задачи (5.36), (5.37) является дважды непре
рывно дифференцируемой функцией по t, то 

1 

. u(w;)(t)т . 1 
да ( sup и~"'.)(пт) + tt 2.,, - sh"'')(u<.)(nт)) - q(w;) + 

т,h 

+ s~p lu(w;) (О) - и6"'') 1, 

где~ Е [пт, (п + l)т]. 
Учитывая, что и-точное решение задачи (5.36), (5.37), имеем 

да ( sup 1 и~~'~(~)т + s~»(u<.)(nт)) - Sh"'')(u<.)(nт))I, 
т,h 

а поскольку решение задачи (5.36), (5.37) является функцией два
жды непрерывно дифференцируемой по t и непрерывной по VJ, имеем 

да ( sup lи~~\t)I !._ + sup ls~»(u<.)(nт)) - Sh"'')(u<.)(nт))I · 
tE[O,T] 2 т,h 

wE[O,N] 

Поскольку суммы в Sh на сужении точного решения аппрокси
мируют интегралы в SN с погрешностью Ow(h), то справедливо 
соотношение 

р(да, O)Fa ( sup lи~~)(t)I !._ + C1ow(h). 
tE[O,T] 2 
wE[O,N] 
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Последнее неравенство означает наличие свойства аппроксима-

ции. Теорема доказана. • 

Следствие 5.3. Разностный метод (5.38) сходится к решению зада
чи Коши (5.36), (5.37), и, следовательно, справедлива теорема 5.2. 

Теорема 5.9. Решение разностного метода (5.38) сходится 
при N ___, оо к решению задачи Коши (5.33), (5.34), если исходные 
даньrе задачи в задаче без источника подчиняются требованиям 

теоремы 2.1, а непрерывный неотрицательный источник q Е f2+(T) 
при каждом положительном Т. 

О Поскольку в силу следствия 5.3 решение разностного метода 
(5.38) сходится к решению задачи (5.36), (5.37), то для доказатель
ства настоящей теоремы достаточно установить, что последователь

ность решений этой задачи, занумерованных параметром N, равно
мерно сходится на компактах при N ___, оо к решению задачи (5.33), 
(5.34). Метод доказательства этого утверждения полностью повто
ряет рассуждения гл. 7 в теоремах 7.1, 7.2 и следствия 7.2. Теорема 
доказана. • 

Замечание 5.10. Рассмотрим приближенный численный метод реше
ния задачи Коши (5.33), (5.34), основанный на применении неявной 
разностной схемы 

tERt, wERt, 

и~"'')(t)=и~"''), О~t<т. 

Здесь операторы Sh определены формулами 

(w;-h)/h 

S~"'')(u~)(t)) = ~ L hФ(wi - UJj,wj)u~"''-"'j)(t)u~"'j\t)
j=O 

м 

-2.: hФ(wi,UJj)u~"''\t)u~"'j)(t), 
j=O 

h - шаг разбиения по переменной UJ, h > О, 
м = [~]'о~ i ~ м, 
т - шаг разбиения по переменной t, т > О, 
UJi = ih, u~"')(t) = и~"'')(пт) при UJi ~ UJ ~ UJ;+1, 

пт ~ t ~ (п + 1)т, О~ п ~ [Т/т], 

(5.48) 

а = ( т, h) - параметры метода. Функция источника q(w;) удовлетво
ряет условию q(w;) ~ О, q Е Li(Ri), на ядро Ф налагаем условие 
Ф Е Х-у, 'У~ 1. 
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,Цоказательство этого утвер)КДения аналогично доказательству 

теоремы 5.9. Ограничения на шаг для неявной разностной схемы 
не требуется, так как условие неотрицательности функции u<"')(t) 
выполняется при любом положительном шаге по времени т. 

Приближенный метод (5.38), а также приближенный метод (5.48) 
были численно реализованы и тестированы [3, 4]. 

Обоснование разностного метода (5.35) для ядер Ф с произволь
ным порядком роста проводится для более общего метода (3.5), (3.6). 
Этот метод обоснован в теореме 3.1 во множестве функциональных 
решений законов сохранения, включающих в себя уравнения Смолу

ховского и Больцмана (см. теоремы 3.2 и 3.3). 



Глава 6 

ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 

УРАВНЕНИЯ СМОЛУХОВСКОГО 

ПРОСТРАНСТВЕННО НЕОДНОРОДНОЙ 

КОАГУЛЯЦИИ 

§ 1. ПРОСТРАНСТВЕННО НЕОДНОРОДНАЯ 
КОАГУЛЯЦИЯ 

Коагуляция (слияние) частиц является одной из основных при

чин эволюции пространственно неоднородных дисперсных систем, 

под которыми понимают механическую смесь среды (газообразной 

или жидкой) с частицами диспергированной фазы (твердой или 

жидкой), причем свойства фаз существенно зависят от переноса 

вещества между различными точками координатного пространства. 

При этом важно подчеркнуть наличие дисперсии скоростей переноса 

для частиц, находящихся в различных состояниях (иначе заменой 
системы пространственно-временных координат описание сводится 

к модели, подобной пространственно однородному случаю, который 

подробно рассматривается в гл. 7). 
Пространственно неоднородная коагуляция наблюдается в раз

личных физических ситуациях: в растворах - броуновская коагу

ляция, при образовании капель дождя - гравитационная коагуля

ция. СледУет подчеркнуть, что наличие пространственной неод

нородности значительно усложняет исследование математических 

моделей коагуляции. В частности, это обусловлено новым эффек

том (по сравнению с пространственно однородными задачами), а 
именно, возникновением недифференцируемых особенностей реше

ния по пространственно-временным переменным. Эти особенности, 

в свою очередь, порождают пространственно-временные зоны, в ко

торых соотношение сохранения для оператора столкновений Смо

луховского переходит в соотношение диссипации (эти области мож
но интерпретировать· как зоны интенсивного образования осадков, 
не взаимодействующих с дисперсной фазой). Процесс простран
ственно неоднородной коагуляции оказывает воздействие на рост 

кристаллов в растворах, газовых пузырей и пор в твердом теле. 

Серьезное влияние оказывает пространственно неоднородная коа

гуляция продУктов горения топлива на тягу реактивных двигате

лей. 
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Физическим аспектам явления коагуляции посвящена обширная 

литература [28, 29, 190, 250]. 
Физический формализм получения уравнений пространственно 

неоднородной кинетической теории коагуляции описан в [154-156]. 
Математически строгий вывод кинетического уравнения, при

водящего к оператору столкновений Смолуховского, осуществлен 

в [232] для случая дискретных масс в предположении броуновского 
блуждания частиц. При этом интенсивность столкновений частиц 

постоянна. 

Основные предположения физического характера, накладыва

емые на систему коагулирующих частиц, состоят в следующем. 

Частиц достаточно большое количество, чтобы можно было приме

нять функцию распределения частиц по массам и в координатном 

пространстве. Считается, что частицы испытывают только парные 

столкновения и образуют локально хаотическое множество [150, 259, 
232, 260]. 

Математические вопросы корректности задач кинетической тео

рии коагуляции весьма сложные и большинство результатов относит

ся, как правило, к теории пространственно однородных систем либо 

близких к ним. Пространственно неоднородные задачи, в особенно

сти связанные со свободным переносом частиц, осуществляемым по

средством однопараметрической группы сдвигов по пространствен

ной переменной, являются наиболее трудными с математической 

точки зрения и составляют предмет исследования этой главы [67, 68, 
99, 103]. В отличие от результатов гл. 6, относящихся к решениям 
пространственно неоднородных задач в малой окрестности нуля 

(вакуума) [69], здесь получены глобальные результаты с произволь
ными неотрицательными суммируемыми начальными данными. Воз

никновение недифференцируемых особенностей решений при сколь 

угодно гладких начальных данных приводит к необходимости ис

пользования понятия обобщенного решения. Построены примеры 

возникновения особенностей и указана их связь с явлением перехода 

соотношения сохранения в соотношение диссипации для операто

ра столкновений Смолуховского. Следует подчеркнуть, что ука

занное явление имеет место даже для случая ограниченных ядер 

взаимодействия частиц, что указывает на существенные отличия 

пространственно неоднородных задач от пространственно однород

ных, для которых подобные явления связаны с быстрым ростом 

ядра или медленным спадом начальной функции на бесконечности 

(см. гл. 7). 
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§ 2. НЕГЛАДКИЕ ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
СМОЛУХОВСКОГО В СЛУЧАЕ ДИСКРЕТНЫХ МАСС 

Рассмотрим математическую модель процесса коагуляции в дис

персной системе, состоящей из вязкой среды, в которой вдоль оси 

с:>х = {х Е JR.} под действием внешней силы с постоянной скоро
стью движутся частицы, состоящие из объединений мономеров с 

массой µ 1 >0. Частицу, порожденную объединением i мономеров 
(т. е. ее масса равна iµ 1 , i Е N), будем для краткости именовать 
«i-мер», слово полимер примем для обозначения бесконечного объ

единения мономеров. Пусть скорость движения i-мера равна vi, а 

при столкновении пары частиц происходит их слияние в единый 

конгломерат, состоящий из суммарного количества мономеров обеих 

частиц (коагул.яv,и.я). Для описания эволюции концентрации i-меров 

fi def f(i, х, t) в такой системе используется кинетическое уравнение 
Смолуховского 

где Фi,j = ai,jlvi - vjl-интенсивность слияния и j-меров; ai,J -
сечение захвата, являющееся симметричной, неотрицательной функ

цией на N х N. Оператор столкновений, определяемый правой частью 
уравнения (6.1), обозначим Si(f), f = {fi}iEN· Первое слагаемое 
в 8 1 (f) считаем по определению равным нулю. Выражение для Si (!) 
задает локальный баланс между рождением i-меров из-за слияния 

i - j и j-меров и уничтожением i-меров. Оператор столкновений 

определяет локальный закон сохранения количества вещества, за

ключенного в частицах, состоящих из конечного числа мономеров, 

ибо для финитных наборов концентраций f справедливо равенство 

LiSi(f) =о. 
iEN 

Для уравнения ( 6.1) рассматривается задача Коши с начальными 
данными 

f(i, х, О)= 'Pi(x), х Е JR., i Е N. (6.2) 

Ниже указываются достаточные условия, когда на решении урав

нения (6.1) возникают негладкие особенности по переменным х, t 
при сколь угодно гладкой начальной функции r.p = { if'i}iEN· 
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Интегральной формой задачи. (6.1), (6.2) является нелинейное 
интегральное уравнение вольтерровского вида 

t 

flt = Ttrp + / Тt-т о S(f)lтdт, t;;::: О, 
о 

(6.3) 

где Tt - однопараметрическая группа сдвигов, действие которой 

определено формулой 

(6.4) 

Уравнение (6.3) определяет обобщенное решение задачи Коши 
для уравнения Смолуховского (6.1). Существование обобщенного 
решения доказывается в § 6 настоящей главы. 

Примем обозначение J = Ttrp для набора концентраций при 
свободном преносе частиц. Положим 

00 

Цх, t) = L Фi,jf(j, х, t), 
j=l 

00 

Цх,t) = LФi,jf(j,x,t). 
j=l 

Теорема 6.1. Пусть сечение захвата частиц ai,j (i,j Е N) удовле
творяет неравенствам 

О < inf ai,j ~ sup ai,j < оо, 
NxN NxN 

скорость свободного переноса частиц Vi является строго монотонной 

функцией аргумента i Е N. Предположим, что начальные концен
трации {rpi}iEN в условии (6.2)-положительные гладкие по х Е IR 
функции, имеющие конечные интегралы 

/ f (1 + Фi,j)jrpj(x) dx < оо, 
IR J=l 

и tpj(x) ---> О при /х/ ---> оо. Пусть набор начальных концентраций 

{ IPi}iEN в каждой точке х Е IR удовлетворяет локальному соотноше-
нию сохранения L iSi(flt=D) =о. 

iEN 

Тогда если существуют точки (х, t), в которых величина 
l(x, t) = +оо, то независимо от класса гладкости начальных кон
центраций решение уравнения (6.1) с этими начальными данными 
не может быть гладким по (х, t) для всех t;;::: О, х Е IR. 
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Замечание 6.1. В точках, где l(x, t) = +оо, решение задачи Коши 
(6.1), (6.2) имеет ОСобеННОСТЬ TИlla «Градиентная катастрофа», Т. е. ПрО
ИЗВОДНЫе обращаются в бесконечность. При этом в указанных точках 

S;(f) = -оо и, следовательно, справедливо неравенство 

LiS;(f) <о. (6.5) 
iEJ\I 

Значит, локальное соотношение сохранения (6.4) с течением времени 
преобразуется в локальное соотношение диссипации (6.5). 

Перед доказательством теоремы 6.1 сделаем ряд предваритель
ных утверждений. 

Лемма 6.1. Пусть последовательность непрерывных неотрицатель
ных функций ui(x, t), t ;? О, х Е ~' i Е N подчиняется неравенствам 

t . 1 

иi(х, t) ~ Ttиi(., О)+ Ci ! t Tt-т(ui-J(., т)щ (., т)) dт, i Е N, (6.6) 
о J=l 

где {Ci}iEN -монотонно возрастающая последовательность неотри
цательных чисел. Положим по определению сумму в правой части 

неравенства при i = 1 тождественно равной нулю. Если начальные 
функции ui(x, О) удовлетворяют неравенствам 

ui(x,O) ~ Fo = const < оо, х Е ~, i Е N, 

то справедливы соотношения 

ui(x,t) ~ Foexp(FoiCit), х Е ~' i Е N, t;? О. (6.7) 

О Утверждение леммы получим методом математической индук

ции, применяемым по индексу i Е N. При i = 1 имеем очевидное 
неравенство, из которого следует первая часть принципа математи

ческой индукции. Если соотношение (6.7) справедливо для функций 
щ, 1 ~ j ~ i - 1, i > 2, то выполняется неравенство 

t . 1 

Ui(x, t) ~ Fo + ciJ t Fб exp(Fo(jCj + (i - j)Ci-j)т) dт. 
о J=l 

Поскольку CJ ~ Ci, (i - j)Ci-J ~ (i - j)Ci при i;;:, j, то 
t 

ui(x, t) ~ Fo + Ci i Fб ! ехр( FoiCiт) dт = Fo ехр( FoiCit), 
о 

что завершает доказательство леммы. Лемма доказана. • 
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Лемма 6.2. Пусть выполнены условия леммы 6.1 и в дополнение 
к ним функции ui(x,O)-+ О при х-+ оо 'ii Е N. Тогда ui(x,t)-+ 
О, х-+ оо, при каждом i Е N равномерно относительно изменения 
значений t на любом конечном промежутке в пространстве JRt. 
О Утверждение леммы получается методом математической индук

ции по номеру i Е N. При i = 1 имеем 

ui(x,t) ~u1(x-v1t,O). 

Поскольку и~ (х, О) -+ О, когда х -+ оо, то и~ (х, t) -+ О при х -+ оо 
равномерно относительно О ~ t ~ Т 'iT Е JRt. Предположим, что 
функции щ(х, t) обладают таким свойством для 1 ~ j ~ i -1, тогда 
из неравенства (6.6) вытекает утверждение леммы для ui. Лемма 
доказана. 8 

Лемма 6.3. Пусть {fi}iEN - гладкое неотрицательное решение зада
чи Коши (6.1), (6.2), соответствующее начальным данным, для ко
торых выполнены условия теоремы 6.1. Тогда при t ~ О справедливы 
следующие неравенства: 

J L fi(x, t) dx ~ J L ~i(x) dx = No, 
R.i iEN R.i iEN 

(6.8) 

t J L la - Vjlfj(X +ат, т) dт ~ 2No 'ia Е 1R1. (6.9) 
о jEN 

Замечание 6.2. Неравенства (6.8), (6.9) имеют простой физический 
смысл. Оценка (6.8) означает, что в коагулирующей системе число 
частиц с ростом времени уменьшается, а оценка (6.9) показывает, что 
через сечение потока коагулирующих частиц, движущееся со скоро

стью а вдоль оси Ох, может пройти не более 2No частиц за время t 
при монотонной функции v;, поскольку каждая частица проходит 
через это сечение не более двух раз. 

О Получим сначала неравенство (6.8). Суммируя в (6.1) по индексу 
1 ~ i ~ М, имеем 

д м д м 
дt L fi(x, t) + дх L Vifi(x, t) ~О, 

i=l i=l 

ибо L:~1 si (!) ~ о 'i м Е N. Интегрируя это неравенство ПО времени, 
получаем 

м м t 

L fi(x, t) + :х L Vi J fi(x, т) dт ~ L ~i(x). 
i=l i=l О iEN 
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Дальнейшее интегрирование по переменной х при lxl :::::; А приводит 
к соотношению 

А М М t 

/ L fi(x, t) dx + L Vi j[fi(A, т) - fi(-A, т)] dт:::::; No. 
-А i=l i=l о 

Воспользовавшись результатом леммы 6.2, перейдем к пределу при 
А......, +оо. Таким образом, 

м 

j L fi(x, t) dx :::::; No. 
IR1 i=l 

Переходя к пределу М ......, оо на основании леммы Б. Леви [94], 
получаем окончательно неравенство (6.8). 

Теперь установим справедливость оценки (6.9). Поскольку функ
ция { Vi}iEN монотонная, то без ограничения общности можно счи
тать ее монотонно возрастающей (в противном случае следует сде

лать замену переменных х 1--+ -х в уравнении (6.1)). Итак, при мо
нотонно возрастающей функции Vi в тождестве (6.1) сделаем замену 
переменных: 

t 1--+ t, х 1--+ х + at, а = const, 

тогда для функций 

- def 
fi(x, t) = fi(x + at, t), i Е N, 

имеет место тождество 

(6.10) 

Обозначим i0 наибольшее значение индекса i, для которого vi < а. 
Тогда суммированием по номеру i получаем неравенство 

а io - а io -

8t t; fi(x, t) + ах ~(vi - a)fi(x, t) :::::; о. 

После интегрирования обеих частей этого неравенства по времени 

на промежутке (О, t) и по пространственной переменной на интервале 
(х, +оо), учитывая лемму 6.2, имеем 

(6.11) 
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Повторим те же рассуждения для сумм по номеру 1 ::;:; i ::;:; М в соот
ношении (6.10), интегрируя теперь по пространственной переменной 
на промежутке (-оо,х). Таким образом, получаем 

t м х 

/ L)vi - a)h(x, т) dт::;:; / L <pi(~) d~ = N0. 
о i=l _ 00 iEN 

Полагая М > i 0 и учитывая (6.11), приходим к неравенству 

t м 

/ L (vi - a)f;(x, т) dт::;:; Nft + N 0- = No. (6.12) 

0 i=i0 +1 

Сочетая неравенства (6.11), (6.12) и переходя к пределу М --+ оо, 
устанавливаем справедливость неравенства 

t 

/ L lvi - alfi(x, т) dт::;:; 2N0 . 

о iEN 

Возвратимся в этом соотношении к исходным функциям fi и тем 
самым получаем (6.9). Лемма доказана. 8 

Доказательство теоремы 6.1 

О Предположим, что при условиях теоремы существует гладкое 

решение задачи (6.1), (6.2) при всех t ~ О, х Е JR.. Отбрасывая 
в правой части тождества (6.1) неотрицательные слагаемые, при
ходим к неравенству 

i Е N, 

и, таким образом, 

/;( х, t) ;;> ],(х, t) ехр [-i [; (<, r) 1<=•-щ(Н) d+ 
о 

i Е N, t ~О. 

Воспользовавшись неравенством (6.9) из леммы 6.3, получаем оцен
ку интеграла 

t 

/ Ii(~, т)k=х-щ(t-т) dт::;:; 2No, i Е N, 

о 

t ~ 0, х Е JR, 
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которая в сочетании с предыдущим неравенством приводит к соот

ношению 

fi(x, t) ?: fi(x, t) ехр(-2 sup C1i,jNo), i Е N, 
i,jEN (6.13) 

t ?: 0, х Е JR.. 

В силу положительности начальных данных ер имеем положитель

ность функций f;, i Е N и, значит, fi > О при t ?: О. Кроме того, 
подставляя правую часть оценки (6.13) в выражение для Ii(x, t), 
имеем неравенство 

Цх, t) ?: с1Цх, t), 

где постоянная с1 > О не зависит от i Е N. Итак, в точках, где 
значения l = +оо, значения оператора столкновений 

Si(f(x, t)) = -оо 

из-за строгой положительности и ограниченности величин fi. Тем 
самым доказано, что в указанных точках значение характеристиче

ской производной 

дfi дfi 
8t + Vi дх = -оо, i Е N, 

т. е. возникает «градиентная катастрофа», причем в этих точках 

L Si(f) = -00. 

iEN 

Теорема доказана. • 
Возникновение особенностей решения уравнения (6.1), установ

ленное в теореме 6.1, обусловлено тем, что значения скорости сво
бодного переноса частиц {vi}iEN различны при бесконечном наборе 
индексов i Е N. В противном случае утверждение теоремы не имеет 
места, поскольку задача становится практически пространственно 

однородной (за исключением конечного набора индексов i), и ука
занный эффект, связанный с перемешиванием частиц из различных 

точек пространства, взятых в бесконечном количестве, не возникает. 

Таким образом, рассмотренное явление связано с существенной про

странственной неоднородностью кинетической системы и основано 

на дисперсии скоростей свободного переноса частиц. 

Остановимся на построении начальных данных для теоремы 6.1. 
Отметим, что значения l отыскиваются по формуле 

00 

Цх, t) = L G'i,j \vi -Vj\<pj(x - vit). 
j=l 
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Пусть функции { 'Pi}iEN являются гладкими, неотрицательными, 
финитными, причем li(x, О) < оо Vi. Фиксируем хо Е JR., to > О 
и предположим, что значения начального распределения подчиня-

ются условию 

'Pi(xo + vito) = 1, i Е N, 

считая при этом последовательность Vi строго монотонно возраста

ющей; ширину носителя функции 'Pi подберем так, чтобы сходились 
все интегралы, указанные в формулировке теоремы 6.1. Очевидно, 
что при таком выборе начальных данных в точке (х0 , t 0 ) значе
ние L,(x0 , to) = +оо. Естественно, от финитности 'Pi можно легко 
отказаться, заменяя это требование на строгую положительность 

и достаточно быстрое стремление к нулю 'Pi(x) при х--> оо. Для огра
ниченных монотонных скоростей свободного переноса частиц можно 

указать начальные данные, удовлетворяющие условиям теоремы 6.1, 
когда функция l = +оо на линии, выходящей из (х0 , t 0 ) и трансвер
сальной к характеристическим направлениям уравнения (6.1). 

Подчеркнем еще раз, что приведенная конструкция основана 

на дисперсии скоростей свободного переноса для бесконечного на

бора индексов· i Е N. Возникающие при этом особенности спектров 
обусловлены взаимодействием свободного переноса и столкновений 

частиц, что связано с нарушением соотношения сохранения. 

§ З. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ КИНЕТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
СМОЛУХОВСКОГО В СЛУЧАЕ ДИСКРЕТНЫХ МАСС 

Возникновение негладких особенностей решения задачи (6.1), (6.2) 
при сколь угодно гладкой начальной функции приводит к необхо

димости расширить понятие решения задачи. Пусть W ~ семейство 
гладких функций, определенных на полуплоскости 

П = { (х, t) Е JR. х JR.+}, 

имеющих компактный носитель. 

Определение 6.1. Назовем обобще'l-t'!t'ЫМ реше'!tием задшч,и Ко

ши (6.1), (6.2) упорядоченный набор f = {fi} ограниченных на каж
дом компакте в полуплоскости П измеримых функций, удовлетворя

ющий при любых 1/! Е W и i Е N интегральному соотношению 

(6.14) 
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Замечание 6.3. Обобщенное решение задачи (6.1), (6.2) почти везде 
в полуплоскости П по отношению к плоской мере Лебега удовлетворяет 

нелинейному интегральному уравнению вольтерровского вида (6.3). 

Теорема 6.2. Пусть скорости свободного переноса Vi ;:?: О, i Е N, 
сечение взаимодействия частиц ai,j (i,j Е N) -симметричная неот
рицательная функция, которая удовлетворяет неравенству 

sup ai,j (i'Y + j'Y)- 1 < оо 
i,jEN 

при некотором О ~ 'У < 1. Предположим, что 'Pi при каждом 
номере i Е N - измеримая неотрицательная функция, ограниченная 

на каждом компакте в R, и справедливо соотношение 

J L ic.pi(x) dx = М < оо. 
IR iEN 

(6.15) 

Тогда при этих условиях существует обобщенное решение задачи 

(6.1), (6.2), неотрицательное в полуплоскости П. 

Замечание 6.4. Указанным условиям удовлетворяет случай гравита
ционной коагуляции облачных капель в предположении справедливо

сти закона Стокса [28] для падения их в воздухе под действием силы 
тяжести, когда 

!Yi,j = <:3(i2/з + j2/з), v; = <:3(i2/з) (i,j Е N). (6.16) 

Замечание 6.5. Условия теоремы 6.1 содержатся в требованиях тео
ремы 6.2. 

Замечание 6.6. Условие (6.15) означает ограниченность количества 
вещества в коагулирующей системе. 

Замечание 6. 7. Требование неотрицательности скоростей свободного 
переноса {vi}iEN можно заменить односторонней ограниченностью 
этих величин. 

Для доказательства теоремы установим свойства решений, ап

проксимирующих (6.1), (6.2) конечных по индексу i задач 

{ 

i-1 п 

а~ а~ 1 2: 2: -+v-=- Ф· ··и· ·и·-и· Ф··и· 
дt i дх 2 . i-J,J i-J J i . i,J )1 

J=l J=l 

иilt=O = 'Pi(x), (х, t) Е П, 1 ~ i ~ п, п Е N, 

(6.17) 

где функции Фi,j, 'Pi удовлетворяют условиям теоремы 6.2. 
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§ 4. ГЛАДКИЕ РЕШЕНИЯ АППРОКСИМИРУЮЩИХ ЗАДАЧ (6.17) 

Лемма 6.4. Пусть 'Pi, i Е N - гладкие неотрицательные на JR 
функции, Фi,j = Фj,i ;;:;, О. Тогда задача (6.17) при любом номере 
п Е N имеет единственное гладкое в полуплоскости П решение. Это 
решение неотрицательное и устойчивое в топологии равномерной 

сходимости на компактах в полуплоскости П. 

О Обозначим 

Рассмотрим трапецию 

Кх = {(х, t): О~ t ~ т, -Х - Vmin(t - т) ~ Х ~ 

~ Х + Vmax(t - т), Х > О}. 

При заданном Х можно указать такое положительное число 

т(Х, п, sup m.ax 'Pi(x)), 
lxl:;;,;X i:;;;i :;;;п 

при котором полулинейная гиперболическая система (6.17) имеет 
единственное гладкое решение на трапеции КХ. [142], которое стро
ится методом последовательных приближений на характеристиках. 

Это решение непрерывно зависит от исходных данных в топологии 

равномерной сходимости на компактах в общей области существо

вания такого решения. Гладкость локального решения обеспечи

вается гладкостью начальных данных и полиномиальной формой 

нелинейности системы. Покажем, что неотрицательным функциям 

{ 'Pi}f=1 соответствует неотрицательное решение задачи (6.17) натра
пеции КХ.. Для этого аппроксимируем неотрицательные начальные 

данные строго положительными гладкими функциями на множестве 

{х: -Х -VminT ~ Х ~ Х + VmaxT, Х >О}. 

Сначала установим, что положительным { 'Pi} i= 1 соответствует поло
жительное решение задачи (6.17) на КХ.. В силу равномерной непре
рывности решения на трапеции КХ. можно указать такое число т' 

(О< т' < т), что функции ui(x, t) >О, 1 ~ i ~ п, при 

О~ t ~ т', -Х - Vmint ~ х ~ Х + Vmaxt, Х >О. 

Предположим, что существуют точки, где обращается в нуль одна из 

компонент решения { ui}~1 на КХ.. Среди множества нулей функций 
{ ui}f= 1 выберем на Кх точку с наименьшим значением аргумента t, 
обозначив ее координаты (х0 , t 0 ). Итак, функции Ui > О, 1 ~ i ~ п, 
на K'f<_ Vт < t0 . Обозначим i 0 минимальное значение индекса i, 
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для которого ui(xo, to) = О. Поскольку при i = 1 справедливо 
тождество 

ди1 ди1 Ln -- + v1-- = -и1 Ф· ·и· 
дt дх i,J 1 ' 

j=l 

то и~ >О при всех (х, t) Е К')с, следовательно, io > 1. Таким образом, 

ибо ui0 (xo, to) 
to >О, то 

О, щ(хо, t0 ) > О, 1 :( j < io. Поскольку величина 

Ui0 (xo + SVi0 , to + s) <О 

при достаточно малых s < О, что противоречит требованиям вы

бора to. Полученное противоречие· доказывает положительность ре
шения в области его существования. Предельный переход к неот

рицательным начальным данным с учетом свойства устойчивости 

решения позволяет установить неотрицательность соответствующе

го решения. Применяя рассуждения из леммы 6.1 на компакте Кх, 
убеждаемся, что имеет место оценка 

О:( ui(x, t) :( F0 ехр( F0 iCit ), (х, t) Е Kl, 
Fo = max max tf?i(x), 

l~i~n -X-VminT~X, 
x~X+VmaxT 

позволяющая продолжить решение системы на треугольник 

(6.18) 

Устремляя Х--+ +оо, получаем решение на П. Лемма доказана. 8 

Лемма 6.5. Пусть { ui}i=1 - гладкое неотрицательное решение зада
чи (6.17) в П. Тогда для любого компакта П С Пи номера 1 :::;; i :::;; п 
можно указать такую постоянную C(i, П), не зависящую от п Е N, 
что Ui :::;; C(i, n) при (х, t) Е n. 
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Утверждение этой леммы является непосредственным следстви

ем оценки (6.1), полученной при доказательстве леммы 6.4. 

Лемма 6.6. Пусть выполнены условия леммы 6.4. Тогда на любом 
компакте П С П имеет место неравенство 

t J \ d~ иi(х + viт, т)\ dт:::;; C(i, П), (х, t) Е П, 
о 

где постоянные C(i, П) не зависят от номера п Е N и свойств 
гладкости начальных данных { 'Pi}· 

О Для доказательства достаточно получить утверждение в каждом 

параллелограмме 

Пх,т = {(х, t): - Х + vit:::;; х:::;; Х + vit, О:::;; t:::;; Т}. 

В силу леммы 6.5 функции {ui}f=1 ограничены на компакте Пх,т 
постоянными 0 1 ( i, Пх,т), которые не зависят от номера п Е N 
и определяются максимальными значениями начальных данных 

{ 'Pi} на конечном отрезке изменения х Е IR.. Таким образом, имеем 
неравенство 

где 

Следовательно, функция 9i(x, t) = и;(х, t) - Lit подчиняется пера-
венству 

8gi 8gi 
дt + Vi ах :::;; О. 

Поскольку функция 9i на компакте Пх,т ограничена и монотонно 
убывает вдоль характеристического направления, то справедлива 

оценка 
t 

! 1 

dgi(x + viт, т) 1 d С 
dт т:::;; 2, 

о 

(х, t) Е Пх,т, 

где постоянная 0 2 = 0 1 (j, Пх,т) + Li. Учитывая неравенство 

1 

dui(x + ViT, т) 1 ~ 1 dgi(x + viт, т) 1 L· 
dт """ dт + ' 

в сочетании с предыдущим соотношением, приходим к утверждению 

леммы. Лемма доказана. 8 



212 Глава 6. Обобщенные решения уравнения Смолуховского 

§ 5. СЛАБАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ФУНКЦИЙ 

Доказательство существования обобщенного решения зада

чи (6.1), (6.2) опирается на возможность слабого предельного 
перехода под знаком оператора столкновений S по некоторой 

подпоследовательности решений задачи (6.17), продолженных 
тождественным нулем при i > п. Это устанавливается на основе 

нижеследующей теоремы 6.3, идейно связанной с работами Л. Тар
тара по компенсированной компактности [263]. 

Пусть и - вещественная борелева функция на пространстве JR2. 
Выделим компактную область П С JR2 . Для области П определим 

на соответствующих классах эквивалентных функций следующие 

нормы: 

llиllo(Щ ~ [ [ lиl' dx, dx, Г" 

llull,(!J) ~ [ j ( / 1и1dх,)' dх,Г, 
а !1n(x2 =const) 

a=infx2, b=supx2, 
!1 !1 

llиll2(Щ ~ [ J ( / lиldx2) 
2 dxT2

, 

с !1n(x1 =const) 

с = inf х1, d = sup х1, 
!1 !1 

llиlloo(Щ = vraimax lиl. 
!1 

Символы 8iu, i = 1, 2, присвоим обобщенным производным функ
ции и на пространстве JR2 по аргументам Xi соответственно. 

Теорема 6.3. Пусть при любом номере m Е N функции um, Wm, 

принадлежащие пространству Lk0c(П), обладают обобщенными про
изводными 81 Um, 81 Wm СООТВеТСТВеННО, причем ДЛЯ любой КОМПаКТ
НОЙ области П С JR2 выполнены соотношения 

sup{llwmlloo(Щ, ll82wmll2 (П)} < оо. 
mEN 

Предположим, что 

Um ----+ и И Wm ----+ w при m ----+ 00 
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слабо в пространстве L2(!1) для любой компактной области !1 С JR.2. 
Тогда произведение UmWm стремится к uw при т ____, оо слабо 

в пространстве L2(!1) на !1. 

Докажем сначала утверждение теоремы 6.3 для гладких финит
ных функций. 

Лемма 6.7. Пусть Um, Wm, т Е N, -гладкие финитные функции 
на квадрате 

[! = {(х1,Х2) Е JR.2: -7Г ~ Х1,Х2 ~ 7Г}, 

обращающиеся в нуль на границе д!l. Пусть для Um, Wm выпол

няются условия теоремы 6.3. Тогда произведения UmWm сходятся 

слабо в пространстве L 2 (!1) при т ____, оо к функции uw, где и, w -

слабые пределы в пространстве L 2 ( !1) последовательностей функций 
{um}mEN, {wm}mEN· 

О Фиксируем на множестве !1 базис Фурье в пространстве L2(П): 

1 . 
1Pk1 k2 = - ехр (i(k1x1 + k2x2)), ki, k2 Е Z, (6.19) , 27Г 

образующий ортонормированную систему по отношению к скаляр

ному произведению 

(!, g) def J f g dx1 dx2, 

п 

где g - комплексно сопряженная к g функция. Разложим функции 
Um, д1иm, Wm, д2wm в ряды Фурье по системе (6.19). Введем 
обозначения для коэффициентов Фурье: 

При этом имеет место связь 

1(m) "k (m) 
ak1k2 =i 1ak1,k2' 

ьi(m) - ik ь<m) 
k1k2 - 1 k1,k2' 

ki,k2 Е Z, 

ki, k2 Е Z. 

(6.20) 

(6.21) 

Поскольку Um ____, и и Wm ____, w при т ____, оо слабо в простран

стве L2 ( !1), то справедливы соотношения 

1. ь<m) ь 
lill k k = k1 ,k2 ' m--+oo 1 2 

(k1, k2 Е Z), 

(k1, k2 Е Z). 
(6.22) 
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Кроме того, функции и и w имеют ограниченную норму 11-11 00 на П. 
Доказательство проведем только для функции и, так как для w оно 
такое же. Рассмотрим множество 

Оценим величину лебеговой меры mes ( Ае:). В силу слабой сходимо
сти Um для характеристической функции множества Ае:, заданной 

формулой 

( ) { 
1,х Е Ае:, 

ХА х = х=(х1,х2), 
' О,х (j. Ае:, 

имеет место равенство 

lim (XA,,um) =(ХА,, и). m-+oo 
Таким образом, учитывая, что 

(ХА,, Um) ~ mes (Ае:) sup llиmlloo(П), 
mEN 

имеем неравенство 

(ХА,, и)~ mes (Ае:) sup llиmlloo(Щ. 
mEN 

Но в силу определения множества Ае: справедлива оценка 

(хл,,и) ~ mes(Ae:) [sup llиmlloo(Щ +с], с> О, 
mEN 

которая в сочетании с предыдущим соотношением приводит к тому, 

что cmes (Ае:) ~О при с> О, т. е. mes (Ае:) =О Vc >О. 
Аналогичным образом убеждаемся, что мера множества 

Ее:= {(х1,х2) Е П: и(х1,х2) ~ - sup llиmlloo(Щ - с}, с> О. 
mEN 

тоже равна нулю. На основании этого заключаем, что 

llиlloo(Щ ~ sup llиmlloo(Щ. 
mEN 

Следовательно, произведение слабых пределов uw принадлежит 
пространству L2 ( П). 

Для доказательства леммы достаточно установить сходимость 

при m ---+ оо коэффициентов Фурье произведений UmWm (которые 

принадлежат пространству L2 (Щ Vm Е N) к коэффициентам Фурье 
функции uw (это эквивалентно слабой сходимости в L2 (П)). Поэтому 
рассмотрим вопрос о предельном переходе при m ---+ оо под символом 
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скалярного произведения ( Um Wm, r.p k 1 kz), которое обозначим Фk( m )k . 
1, 2 

Положим 

Итак, если 

при любых целых k 1 , k2 , то имеет место утверждение леммы. 

Справедливы равенства 

i]i(m) - """' (m) ь(m) 
l1,l2 - ~ ak1,k2 k1-l1,k2-l2' 

k1,k2EZ 

Ф11,!2 = L ak1,k2bk1-l1,k2-l2, 

k1,k2EZ 

(6.23) 

(6.24) 

В силу соотношения (6.22) частичные конечные суммы ряда (6.23) 
сходятся при т---> оо к соответствующим суммам ряда (6.24). Полу
чим равномерные относительно т Е N оценки «хвоста» ряда (6.23). 
Из формул для связи коэффициентов Фурье (6.21) имеем 

Следовательно, выполняются оценки 

(6.25) 

(6.26) 

< М>О. 

Неравенства (6.25) и (6.26) аналогичны, поэтому ограничимся полу
чением оценок для правой части (6.25), перенося результат автома
тически на (6.26). Для усиления неравенства (6.25) воспользуемся 
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неравенством Коши-Буняковского, которое применим к правой ча

сти (6.25), получим 

L L la~:':~2 llЬ~:'21,,k2 -12 1 ~ 
\k1\?M k2EZ 

{ 
\a'(m) \2 }1/2{ }1/2 

~ L L 1~~1~ L /Ьk:'21,,k,-l2l 2 
' М>О. 

\k1\?M k2EZ k1,k2EZ 

Так как выполняется равенство 

llwm llo(П) = { L \Ь~:':~2 l2} 
112

, 
ki,k2EZ 

то в силу ограниченности supmEN llwmlloo(П) справедливо неравен
ство 

1 
t(m) J2 1/2 

'"" '"" 1 (m) 11ь<m) 1 ~с{ '"" '"" ak,,k2 } (6.27) L..J L..J ak,,k2 k,-l1,k2-l2 ~ L..J L..J Jk1J2 ' 
\k1\?M k2EZ /k1/?M k2EZ 

при каждом М > О; постоянная С от номера т Е N не зависит. 
Рассмотрим функцию 

-7Г 

Очевидно, 

7Г 

1(m) 1 ! (m)( ) ( . ) а k"k2 = (27Г) 112 ~ki Х2 ехр -zk2x2 dx2, 
-тг 

k1, k2 Е Z. 

Таким образом, при каждом фиксированном k1 величины { a'k7,~2 } 
(k2 Е Z) являются коэффициентами Фурье функции ~k';') по орто
нормированной системе в L2 [-7Г, 7Г] 

{ (27Г~1/2 exp(-ik2x2)} k2EZ. 

В силу равенства Парсеваля [94] имеем 
7Г 

L Ja'k7,~2 l2 = / l~k~) (х2)! 2 dx2, k1 Е Z. 
k2EZ -п 

(6.28) 
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Оценивая интеграл в правой части этого соотношения, получаем 

11<~7') (х,)1' dx, ~ 2~ l ~ ( 81 Um) exp(-ik1X1) dx{ dx, <; 

<; 2~ l и. (81 Um dx1)' dx, ~ 2~ 11/Ji Umll1 (f!}, 

ki Е Z. 

Поскольку по условию леммы 

sup llд1иmll1(Щ < оо, 
mEN 

имеем оценку 

1Г f f ~k';') (х2) f 2 dx2 :о;; с1 < оо, ki Е Z, m Е N, 
-1Г 

где постоянная с1 от номеров k1 , m не зависит. Учитывая это 

неравенство в (6.28), имеем 

mEN, 

и усиливая (6.27), получаем 

L L:la~~~2 llЬ~1,'121"k2 -1 2 l:o;;c2 L lk~l2' М>О, 
lk11;;,м k2EZ lk11;;,м 

где постоянная с2 от номера m Е N не зависит. Аналогичные оценки 
получаются для соотношения (6.26). Найденные оценки для мажо
ранты ряда (6.23) означают, что ряд сходится равномерно относи
тельно номера m Е N, следовательно, 

при любых целых k 1 , k 2 . Это соотношение эквивалентно утвержде

нию леммы. Лемма доказана. • 

Доказательство теоремы 6.3 

О Пусть П - компактная область в IR2 . Погрузим множество П 

в квадрат П' так, чтобы дП n дП' = r/J. Очевидно, результат леммы 
б. 7 распространяется на квадрат П' заменой переменных, отобра
жающей квадрат П' на квадрат [-к, к] х [-к, к] С IR2. Используя 
средние функции на П, аппроксимируем гладкими функциями um, 
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Wm, т Е N, на П' соответствующие элементы последовательностей 
Um и Wm, т Е N, так, чтобы выполнялись неравенства 

llиm - Um/Joo(П') ::::; 2llиmlloo(П'), 

\\wm - wmlloo(П')::::; 21\wmlloo(П'), 

max {ilum - Umllo(П'), llд1um - д1Иml\1(П'), 

llwm - Wm\\o, /Jд2wm - д2Шmi12(П')}::::; ]:_' т Е N. 
т 

Таким образом, для функций Um, Wm (т Е N) имеет место утвержде
ние леммы 6.7 на квадрате П', т. е. для любой функции ер Е L2 (П') 
справедливо соотношение 

J UmWmфdx1 dx2 -+ J иwфdх1 dx2, т-+ оо, 
!1' n 

где и, w-слабые пределы в пространстве L2(П') последовательно
стей функций {um}mEN и {wm}mEN соответственно. Поскольку 

llumWm - UmWm\\o(П')-+O, т-+ оо, 

то аналогичное утверждение справедливо для произведений Um Wm: 

J UmWmtf5dx1 dx2-+ J uwфdx1 dx2, т-+ oo\:/rp Е L2(П'). 
!1' !1' 

Переходя к окончанию доказательства, рассмотрим теперь пробную 

функцию rp = хnФ, где xn - характеристическая функция компакт

ной области П, ф - произвольная непрерывная на пространстве JR2 
функция. Тогда имеем 

J UmWm1/Jdx1 dx2-+ J и1 и2фdх1 dx2, т-+ оо, \:/ф Е С(П). 
n n 

Поскольку множество непрерывных на П функций С(П) всюду 
плотное в пространстве L2 (П), то, следовательно, в последнем соот
ношении функцию ф можно считать принадлежащей пространству 

L2 (П). Теорема доказана. 8 

§ 6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 6.2. 
СУЩЕСТВОВАНИЕ ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (6.1), (6.2) 

О Отметим, что правая часть уравнений (6.17), которую обозначим 
Si,n(u), при неотрицательных {ui}f=1 удовлетворяет неравенству 

п 

LiSi,n::::; О, \:/n Е N, 
i=l 
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из-за симметричности и неотрицательности Фi,j (i,j Е N). Положим 
в дополнение к требованиям теоремы, что функции { 'Pi}iEN гладкие, 
стремящиеся к нулю при \х\ __.., оо. Тогда, интегрируя уравнения 
(6.17) по переменным х, t с учетом лемм 6.2, 6.4, 6.5, получим 
неравенства 

t n ! n f LJVjUj(x,т)dт ( LJ'Pj(x)dx ~ М, 
о J=l JR J=l 

(6.29) 

Jf,jщ(x,т)dx ( JtJ'PJ(x)dx ( М. 
JR J=l JR J=l 

(6.30) 

Введем обозначения 

(n) ) { Ui(X, t),1 ( i ( n, 
fi (х, t = . 

O,z > n, n Е N, 

при помощи которых неравенства (6.29), (6.30) приобретают следу
ющий вид: 

t 00 f LJVJf}n\x,т)dт ( М, 
о J=l 

jf иJn)(x,т)dx ( М, n Е N. 
JR J=l 

(6.31) 

В силу утверждения леммы 6.5 о равномерной ограниченности 
относительно номера n Е N (при фиксированных значениях ин
декса i) функций fi(n) (i, n Е N) на каждом компакте (! в ffi.2 из 
последовательности функций {fi(n)}~ 1 , зависящей от номера п Е N, 
выберем стандартным диагональным процессом подпоследователь

ность {fi(nk)}~ 1 , nk Е N, слабо сходящуюся в пространстве L2(П) 
при nk __.., оо на каждом компакте r.!, принадлежащем П. Слабые 
пределы последовательностей fi(nk), i Е N, получающиеся при nk __.., 

оо, обозначим fi· Очевидно, функции fi Vi Е N имеют ограниченный 
существенный максимум на каждом компакте в полуплоскости П 

и почти везде неотрицательны. Рассмотрим значения индексов i, j Е 
N, для которых vi i- Vj· В функциях fi(nk) и Jjnk) перейдем к новым 
аргументам, определенным соотношениями 

{ 
t = Х1 + Х2, 
Х = ViXl + VjX2. 

(6.32) 
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Обозначим 

{ 
Unk(x1,X2) = fi(n")(x,t), 

Wnk (х1, Х2) = f}nk) (х, t). 
(6.33) 

Замена переменных (6.32) переводит прямую (х + V{T, т), т Е JR 
в линию х2 = const, а прямую (x+vjт, т), т Е JR - в линию х 1 = const. 
Поскольку в силу (6.32), (6.33) выполнены соотношения 

х2 = const, 

Х1 = const, 

то из леммы 6. 6 следует равномерная ограниченность относительно 
nk Е N следующих интегралов: 

1 
nn(x1=const) 

для любой компактной области !t в 1R2 . Тем самым устанавливается, 

что равномерно по nk Е N ограничены нормы 

Применяя к произведению функций Unk Wn" результат теоремы 6.3, 
получаем, что 

(6.34) 

слабо в пространстве L2 (П) для любого компакта П в полуплоско
сти П, если щ =f щ. 

Проинтегрируем уравнения (6.17) на Пс весом ф Е \II. Учитывая 
принятые ранее обозначения, имеем 

!" r [(дф д'ljJ) (пk) ] } дt + Vi дх fi + 'l/JSi,nk dx dt + 
п 

+ j 'Ф(х, O)\Oi(x) dx =О, 1 ~ i ~ nk. 

(6.35) 

JR 

Учитывая требования теоремы на cri,j, vi, в неравенстве (6.31) полу-
чаем оценку 

!" { ~ ) /f(п")( )·1·( ) d C(i, 'l/J, М) 
} L.., CГi,j Vi - Vj j Х, t '// Х, t dx t ~ zl-'Y , 

п j~l (6.36) 

О~ 'У< 1, l Е N, 
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где постоянная C(i, 'lj;, М) от номера nk Е N не зависит. Поскольку 
коэффициент Фi,j равен О для значений индексов i,j, когда vi = Vj, 

то соотношение (6.34) обеспечивает слабую непрерывность операто
ров Si,n на последовательности J(nk) при любых значениях индексов 
i, п, т. е. справедливо соотношение 

(6.37) 

слабо в пространстве L2(П) при nk -+ оо, где f = {fi}iEN, П
произвольный компакт в полуплоскости П. Сочетая (6.36) и (6.37), 
имеем на П 

(6.38) 

слабо в пространстве L2(П) при nk -+ оо. Переходя к пределу nk -+ 

оо в (6.35), с учетом (6.38) окончательно получаем 

JJ [(~~ +vi~~)fi+'ФSi(J)] dxdt+ J 'lj;(x,O)'f?;(x)dx=O 
П R 

\/фЕW, iEN. 
(6.39) 

Значит, {fi}iЕN-обобщенное решение задачи (6.1), (6.2) при глад
ких начальных данных { 'Pi}iEN· Переход к функциям { 'Pi}iEN, ука
занным в условиях теоремы, осуществляется посредством аппрокси

мации в метрике Lh0 c(JR) измеримых начальных данных гладкими 
функциями, на которых равномерно выполнены требуемые услови

ями теоремы оценки функций {Ч?;}iEN· Переходя к пределу в (6.39) 
по подпоследовательности решений, соответствующих гладким на

чальным данным с учетом слабой непрерывности оператора S, по
лучаем окончательное утверждение теоремы. Теорема доказана. • 

Замечание 6.8. Если последовательность скоростей свободного пе
реноса { Vi }iEN, указанная в теореме, является ограниченной, то вме
сто условия (6.15) достаточно потребовать локальную суммируемость 
по мере Лебега dx на R ряда 

2:.>Pi(X), х Е R. 
iEN 

Следствие 6.1. Обобщенное решение задачи (6.1), (6.2) почти везде 
на П удовлетворяет нелинейному интегральному уравнению вольтер

ровского вида 

t 

f = Tt'P + J Тt-т о S(J(., т)) dт, t ~О. 
о 

(6.40) 
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Действительно, соотношение (6.39) выполняется, если в качестве 
пробных функций 1/J выбрать ограниченные почти везде на П диф
ференцируемые финитные функции. Положим 

Обозн.ачим 

хо Е JR., to > О, О < h < to. 

{ 

~h(t) = 1, О~ t ~ to - h, 

-,;,(to-t), to-h~t~to, 

О, t ~ to. 

Пусть (JJh - семейство С00 (JR.) гладких финитных, неотрицательных 
усредняющих ядер в точке х = О и 

1/J(x, t) = (JJh(x - хо+ vi(to - т))Оh(т). 

Очевидно, 1f; - ограниченная финитная почти везде дифференциру

емая функция на П. Подставляя ее в (6.39) и устремляя h---> О, почти 
для всякой точки в полуплоскости П получаем равенство (6.40). 
Последнее утверждение вытекает из теоремы Лебега [94, 139] для 
средних функций. 

§ 7. ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ 
ПРОСТРАНСТВЕННО НЕОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ 

СМОЛУХОВСКОГО ДЛЯ НЕПРЕРЫВНЫХ МАСС 

Пусть в пространстве JR.3 в вязкой среде, заполненной частицами раз
личной массы µ Е JR.+, происходит процесс коагуляции при парных 
соударениях частиц с интенсивностью 

гдеµ и µ 1 - массы.сталкивающихся частиЦ. Если при этом частицы 
движутся между столкновениями вдоль оси 

(')х={х,0,0}, xEJR.1, 

под действием внешней силы с установившейся скоростью 

{ v(µ), О, О}, то принятой математической моделью указанного про
цесса является кинетическое уравнение Смолуховского для непре-
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рывных масс [28]: 

дf(µ,x,t) ( )дf(µ,x,t) 
дt +v µ дх 

µ 

= ~ ! Ф(µ - µi, µi)f(µ - µi, х, t)f(µ1, х, t) dµ1 -
о 

00 

(6.41) 

-f(µ,x,t) f Ф(µ,µ1)f(µ1,x,t)dµ1, х,µ;?: О, t >О. 
о 

Для уравнения (6.41) рассматривается задача Коши с начальной 
функцией 

f(µ,x,0) = j(o)(µ,x), µ,х Е По= IRi х IR1. (6.42) 

Скорость начального переноса частиц v в физически реальных ситу
ациях имеет степенной характер [28), например, для сфер, падающих 
по закону Стокса, 

µ---> 00. 

Аналогично рассмотренному выше случаю дискретных коагулиру

ющих масс в задаче Коши (6.41), (6.42) также имеет место возник
новение негладких особенностей решения при сколь угодно гладких 

начальных данных. Причина возникновения особенностей - взаимо

действие свободного переноса частиц и их соударений. Поскольку 

конструкция примера, демонстрирующего механизм возникновения 

особенностей решения задачи (6.41), (6.42), полностью повторяет 
идеи § 2 настоящей главы, то его описание опускаем. 

Предметом дальнейшего исследования являются обобщенные ре

шения задачи (6.41), (6.42), которые определим как решения нели
нейного интегрального уравнения вольтерровского вида, получа

ющегося из (6.41), (6.42) интегрированием вдоль характеристик. 
В отличие от случая дискретных масс условие обращения ядра 

коагуляции в нуль при одинаковых значениях аргументов ниже 

не накладывается, но взамен появляются ограничения на его рост 

и монотонность по каждому аргументу, что позволяет доказать кор

ректность задачи Коши в подходящих пространствах. Кроме того, 

важным моментом для построения устойчивого решения является 

требование степенного роста скорости свободного переноса частиц 

на бесконечности. Подчеркнем, что математические методы постро

ения обобщенного решения в рассматриваемой ситуации непрерыв

ных масс коагулирующих частиц совершенно отличны от случая 
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дискретных масс, что, прежде всего, обусловлено различной топо

логической природой пространства П состояний частиц в указанных 

задачах. 

Фиксируем класс скоростей свободного переноса. 

Определение 6.2. Будем говорить, что непрерывная на JR+ функ
ция v принадлежит классу V, если для нее можно указать такое 
число а Е JR+, что при µ ;;::= а существует непрерывная производная 
v', поведение которой подчиняется неравенству 

/v'(µ)/ ;;::= с(а)µ', µ;;::=а, 

с постоянными с(а) >О,"/> -1. 

На пространстве L00 (П0 ) функций f, имеющих ограниченный 
существенный максимум l/Jl/ 00 (Пo), определим действие однопара
метрической группы преобразований свободного переноса 

Ttv: Loo---+ Loo, 

t Е IR, v Е V, 

следующей формулой: 

Ttv(f)(µ,x) = f(µ,x -v(µ)t), (µ,х) Е По. 

Определение 6.3. Обозначим через I:o множество начальных дан
ных, состоящее из функций fo Е L00 (П0 ), почти везде неотрицатель

ных на По и подчиняющихся условиям 

/(1 + µ)jC0>(µ,x) dµ ® dx < оо, 
По 

\/ТЕ JR+, v Е V. 

Определение 6.4. Обозначим через Х класс непрерывных, симмет
ричных, ограниченных на IRt функций Ф : IRt ---+ IRi таких, что 
при каждом µ1 Е IRi функция Ф(., µ1) : µ г---> Ф(µ, µ 1) неубывающая, 
когдаµ;;::= µ1. 

Определение 6.5. Назовем обобщеннъ~.м решением 

(6.41), (6.42) измеримую функцию f на множестве 
зада-ч,и 

П = { (µ, х, t) Е IRi х IR1 х !Rt}, 

удовлетворяющую почти везде (в смысле лебеговой меры dµ®dx ®dt) 
на П интегральному уравнению вольтерровского вида 

t 

f (µ, х, t) = Ttv(JC0>)(µ, х) + / Ttv-т о S(f (., ., t)(µ, х) dт, t ~ О, (6.43) 

о 
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где S - оператор столкновений коагуляции, определенный соотно

шением (1.8). 

Пусть 8 - функция Хевисайда на JR, 

Хп(µ) def 1 - 8(µ - n), n Е N. 

Для построения решения уравнения (6.43) рассмотрим вспомога
тельные задачи, которые получены из (6.43) заменой оператора S(f) 

на Sп(!) def ХпS(хпf) (п Е N): 

t 

fп = Ttv(xпf(o)) + ! Ttv-т о Sп(!п(., ., т)) dт, 
о 

t ~О, п Е N. 

(6.44) 

Перейдем к рассмотрению условий корректности задачи (6.44) 
при t ~ О. Построение решения в целом существенно использует 

принцип максимума (теорема 10.14). 

§ 8. КОРРЕКТНОСТЬ ЗАДАЧИ (б.44) 

В этом разделе основным результатом является доказательство сле

дующей теоремы. 

Теорема 6.4. Пусть функция 

f(o) Е L00 (По) n С(По) 

имеет на множестве По непрерывную производную по переменной 

х Е JR и предположим, что J(o) ~ О, Ф Е Х. Тогда при каждом 
номере п Е N уравнение (6.44) обладает на множестве 

Пп = Iп х JR х JR+, Iп = {µ: О ~ µ ~ п, п Е N} 

единственным непрерывным решением f п, которое непрерывно диф
ференцируемое по х, t, неотрицательное на Пп, п Е N, и подчиняется 
неравенству 

(6.45) 

Доказательству этой теоремы предпошлем ряд вспомогательных 

утверждений. 

При каждом номере п Е N оператор Sn, определенный в § 7, 
действует как отображение 

8--5673 
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и является локально липшиц-непрерывным в норме ll·ll 00 (Пo) в силу 
своей квадратичности и конечности области интегрирования за счет 

обрезающего множителя Хп, п Е N. Поскольку носители Sп(f) 
и Хпf(о) сосредоточены на интервале 

Iп ={µ:О::;:;µ::;:; п, п Е N}, 

то уравнение (6.44) можно рассматривать на множестве аргументов 
Пп, ибо на П\Пn решение fп тождественно равно О. Отметим, что 
в силу требований на класс ядер Ф Е Х оператор Sп переводит 

множество непрерывных функций C(In) в себя. 

Лемма 6.8. Пусть непрерывная неотрицательная функция f на от
резке In, п Е N, достигает наибольшего значения в точкеµ* Е In· 
Тогда при любом ядре Ф Е Х справедливо неравенство 

Sп(f)(µ*)::;:; О. 

О В силу симметричности функции Ф справедливо равенство 

µ,/2 

Sп(f)(µ) = ! Ф(µ - µi, µi)f(µ - µi)f(µ1) dµ1-

o 
п 

- !(µ) ! Ф(µ, µi)f(µ1) dµ1, 

о 

О~µ::;:; п, п Е N. 

Выделим из вычитаемого в правой части этого соотношения вели

чину 
µ, 

- !(µ) ! Ф(µ, µi)f(µ1) dµ1, 

о 

которую объединим с уменьшаемым. Таким образом, 

µ,*/2 

Sп(f)(µ*) = ! [Ф(µ* -_µ1, µi)f(µ* - µi) -

о 

п 

- Ф(µ*, µi)f(µ*)]f(µ1) dµ1 - !(µ*) ! Ф(µ*, µi)f(µ1) dµ1. 
µ,• 

Первое слагаемое в правой части полученного равенства неположи

тельное, так как 
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и кроме того, 

за счет монотонного возрастания функции Ф(µ, µ 1 ) по аргументу µ 
при µ ;;::: µ 1 . Из неотрицательности f и Ф следует неположительность 
второго слагаемого. Таким образом, 

Sп(f)(µ*) ~О. 

Лемма доказана. • 
Лемма 6.9. Пусть v Е C(IR), функция 

f(o) Е L00 (По) n С(По) 

имеет на По непрерывную производную по переменной х Е IR. 
Тогда уравнение (6.44) имеет локальное решение при t;;::: О, причем 
интервал существования решения пропорционален 

а само решение непрерывно зависит от f (о) в топологии равномерной 
сходимости на компактах. 

Утверждение леммы получается применением теоремы о непо

движной точке для локально сжимающего в L 00 оператора, опреде

ленного правой частью (6.44). Поскольку постоянная сжатия про
порциональна тllf(o) ll 00 (Пo), где т >О-длина интервала существо-
вания решения, то 

Характер зависимости решения от начальных данных обусловлен 

ограниченностью функции v при О ~ µ ~ n, что определяет наклон 
поля характеристик для оператора переноса 

д д 
дt + v(µ) дх · 

Доказательство теоремы 6.4 
D Неотрицательность локального решения доказывается посред
ством аппроксимации неотрицательных начальных данных строго 

положительными функциями. Свойство положительности наследу

ется на решении при t > О, что устанавливается методом, анало

гичным рассуждениям леммы 6.4. В силу устойчивости локального 
решения предельный переход по положительным начальным дан

ным, стремящимся к неотрицательной начальной функции, приво

дит к неотрицательности соответствующего решения. 
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Получим теперь оценку (6.45), которая позволяет построить про
должение локального неотрицательного решения на все t Е JR+. 

Рассмотрим сначала случай начальной функции f (О), являющей
ся финитной по х Е JR, удовлетворяющей условиям теоремы. В силу 
ограниченности функции v приµ Е In, n Е N, локальное решение 
наследует свойства начальных данных на интервале существования. 

Пусть величина Т > О находится внутри интервала существования 
этого решения. Рассмотрим цилиндр 

Q(T) = {(µ, х, t): lxl ~ Х, µ Е Iп, О~ t ~ Т, Т >О, Х >О}, 

который выберем так, чтобы 

fп =О при lxl?;: Х, О~ t ~ Т. 

Фиксируем t Е (О, Т] и рассмотрим точки 

(µ*, х, t) Е Q(T), 

в которых 

J п(µ*, Х, t) = max fп(µ,x,t Е Q(T)), 
(µ,х) 

(µ* ,x,t)EQ(T)nt=const 

Очевидно, 

а в силу леммы 6.8 

Таким образом, 

дfп(µ*, Х, t) =О, 
дх 

Sп(/п)(µ*, Х, t) ~ О. 

дfп(µ*,х,t) ~О 
дt "" ' 

n Е N. 

nEN. 

Применяя принцип максимума из теоремы 10.14 (см. Дополнение, 
гл. 10), имеем 

"Q}.axfn ~ ma~ J~0)(µ, х), n Е N. 
Q(T) (µ,x)EQ(O) 

(6.46) 

Аппроксимируем начальные данные J(O) в теореме 6.4 последова
тельностью финитных неотрицательных функций, равномерно схо

дящихся к J(O) на компактах в П0 . Сочетая свойство устойчивости 
решения и оценку ( 6.46) для финитных начальных данных, получаем 
оценку (6.45). Тем самым имеем возможность продолжения локаль
ного решения на неотрицательные значения времени t. Теорема 

доказана. 8 
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§ 9. ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (6.44) 

Обозначим Liт), Т ;;::=: О пространство классов эквивалентности 
вещественных измеримых функций на 

П(Т) =По х [О, Т], 

имеющих ограниченную норму 

llfll(T) = sup J IJ(µ, х, t)\dµ 0 dx. 
O""t""T 

По 

Лемма 6.10. При каждом номере n Е N и Т ;;::=: О для непрерыв

ных на Пп неотрицательных решений уравнения (6.44) JA1
) и JA2

) 

справедлива оценка 

где постоянная с зависит от п, llФll=, а также от значений 

О Справедливо равенство 

t { µ 
+ ~ ! тtv-т ! Ф(µ - µi, µl)[fA1)(µ - µi, ., т) - JA2)(µ - µ1, ., т)] х 

о о 

х [JAl)(µ, ., т) + JA2)(µ, ., т)] dµi-

- [J~1 )(µ, ., т) - f~2)(µ, ., т)] х 
п 

х J Ф(µ, µ1) [!~1)(µ1, ., т) + JP)(µ1, ., т)] dµ1 -

о 

- [!2)(µ, ., т) + !~2)(µ-, ., т)] х 

х l Ф(µ, µ,) [f~') (µ" ., т) - fA') (µ" ., т)] dµ,} \, dт, n Е N. 
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В силу оценки (6.45) получаем 

IJA1
) - !А2)1 ~ тtvlxпUA1 )(.,o) - !A2)(.,o))I + 

+ llФll= max{llfA1
)(., О)l!оо(По), llfA2

)(., O)ll=(Пo)} х 

х j тtv_,,.хп {J IJA1\µ1, ., r) - JA2)(µ1, ., r)\dµ1 + 
о о 

+ lfA1)(µ, ., r) - fA2)(µ, ., r)\n + 

+ / 11~»(µi, ., т) - f~')(µi, "т)ldµ,} dт, п Е N. 

Учитывая, что функции JA1
) и JA2

) обращаются в нуль при µ > п, 
проинтегрируем обе части последнего неравенства по мере dµ 0 dx 
на По: 

j 11А1 )(µ, х, t) - JA2)(µ, х, t)Jdµ 0 dx ~ 
По 

~ / IJA1
) (µ, х, О) - JA2

) (µ, х, О) \dµ 0 dx + 
По 

t 

х Зп / / lfA1)(µ, х, r) - JA2\µ, х, r)ldµ 0 dx dr, п Е N. 

О По 

Применяя в этом неравенстве лемму Гронуолла [172] к переменной 

j IJA1)(µ, х, t) - JA2)(µ, х, t)Jdµ 0 dx, 

По 

предполагая финитность и гладкость функций JA1
)(., О), JA2

)(., О), 
имеем 

/ lfA1)(µ, х, t) -· fA2)(µ, х, t)Jdµ 0 dx ~ llfA1
\, О) - fA2

)(., O)ll(o) х 
По 

х ехр{Зп!IФll= max[llfA1
\, O)li=(Пo), llJA2

\, O)ll=(Пo)]T}, 
О~ t ~ Т, п Е N. 

Прямым следствием этой оценки является (6.47). Аппроксимируя на
чальные данные последовательностью финитных функций, предель

ным переходом получаем утверждение леммы. Лемма доказана. 8 
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Следствие 6.2. Поскольку множество начальных данных J(O) из 
теоремы 6.4 всюду плотное в L~o) (По) n Lt,(Пo) относительно нормы 
\\.\\(0), то в силу оценки (6.47) уравнение (6.44) имеет единственное 
решение в L00 (П) при начальной функции J(O) Е Lt,(П0 ), которая 
почти везде неотрицательная на По, причем на этом решении выпол

няется оценка, указанная в теореме 6.4. 

Лемма 6.11. На неотрицательных решениях fп, п Е N, уравне
ния ( 6 .44) имеют место оценки 

/(1+µ)fn(µ,x,t)dµ&Jdx ( j(1+µ)J< 0J(µ,x)dµ@dx, t?: О. (6.48) 

По По 

О Отметим, что для неотрицательной функции f справедливы нера
венства 

п п 

/ Sп(Л dµ (о, ! Sп(f)µdµ (О, 
о о 

nEN, 

(6.49) 

обусловленные неотрицательностью и симметричностью функции Ф. 

Для финитных по переменной х Е JR решений уравнения (6.44) 
имеют место формулы 

/ (1 + µ)fп(µ, х, t) dx = / (1 + µ)хпf(о)(µ, х) dx + 
R R 

t (6.50) 

+ / /(1+µ)Sп(f(n)("x,т))dxdт, t?:O, nEN. 
О R 

Это соотношение обусловлено тем, что группа тtv действует на функ

ции только по переменной х как оператор сдвига 

х 1-t х - v(µ)t. 

Интегрируя тождество (6.50) по переменной µ с учетом неравен
ства (6.49), получаем 

п 

/ /(1+µ)fn(µ,x,t)dµdx(f j(1+µ)J< 0J(µ,x,t)dµdx, 
R О R R+ 

(6.51) 

t?: О, п Е N. 

Доказательство леммы завершаем предельным переходом по по

следовательности финитных начальных данных, сходящихся в норме 

11-\\(О), поскольку (6.51) переходит в (6.48). Лемма доказана. 8 
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Перейдем теперь к получению оценки интегралов 

f fп(µ, Х, t) dµ, 
R+ 

равномерной по п Е N, х Е JR, что является ключевым моментом 
для построения решения задачи (6.43). • 

Лемма 6.12. Пусть 

(v,Ф) Е v х Х, {0 Е ne(). 

Тогда для последовательности решений задачи (6.44) на любом 
промежутке изменения времени О :::;; t :::;; Т можно указать такую 
постоянную с(Т) < оо, не зависящую от номера п Е N, что 

sup f fп(µ, х, t) dµ :( с(Т), п Е N. 
O~t~T, 

xER R+ 

О В силу неотрицательности функции f п отбрасыванием неположи
тельных членов в правой части ( 6.44) получаем неравенство 

1 
f п(µ, х, t) :( J(O) (µ, Х - v(µ)t) + 2 llФlloo Х 

Х Xn(µ) ! Т,"_, { l f n(µ ~ µ>, ., Т )fn(µ" ., т) dµ,} dт, 
п Е N, t ;;:;: О, х Е JR. 

Обозначим 
µ, 

9п(µ,х,t) =хп(µ) f fп(µ-µ1,х,т)fп(µ1,х,т)dµ1. 
о 

(6.52) 

Пусть величины 1 < р, q < +оо, р- 1 + q- 1 = 1. Из неравенства 
Гельдера следует соотношение /94] 

00 { ~ } 1/р ! тtv-т9п(µ, ., т) dµ ~ ! тtv-т9п(µ, ., т)[lv'(µ)l(l + µ)] 1 -р dµ х 

{ 

00 }1/q 
х ! тtv-т9п(µ, ., т)/v'(µ)i(l + µ) dµ ' 

а> О, п Е N, t;;:;: О, х Е JR. 
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При получении этого неравенства в левой части его использовалось 

тождество 

[\v'(µ)\(1 + µ)jl/q = 1 
[\v'(µ)\(l + µ)]l/q - ' 

причем знаменатель возводился в степень р в правой части оценки, а 

числитель соответственно-в степень q. Усилим имеющуюся оценку 

00 { 00 }1/р ! тtv-т9п(µ, ., т) dµ '!( ! ~~~ 9п(µ, ~' т)[\v'(µ)\(1 + µ)] 1-р dµ х 

{ 

00 }1/q 
х ! тtv-т ~~~(1 + ry)gп(ТJ, ., т)\v'(µ)\(1 + µ) dµ , 

а > О, п Е N, t ) О, х Е JR. 
(6.53) 

Оценим выражения, входящие в правую часть неравенства (6.53). 
Поскольку для функций {fп} имеет место неравенство 

\\f п\\оо(П) '!( \\J(O) 1\оо(По), n Е N, 

то справедлива оценка 

при n Е N, t ) О, х Е JR, µ Е JR+. Учитывая требования на класс V 
скоростей свободного переноса и предыдУщее соотношение, получа

ем 

00 00 

! sup 9п(µ, ~' т)[\v'(µ)\(1 + µ)] 1 -р dµ '!(С/ Хп(µ)[(1 + µ)µ 1 ]
1-Pµdµ, 

~EIR 
а а 

а>О, nEN, т)О, xEJR, "(>-1, 
(6.54) 

где постоянная С от номера n Е N не зависит. 
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Перейдем к оцениванию второго сомножителя в правой части 

соотношения (6.53): 
1) 

(1+17)gn(17, х, т) :( llФlloo(l + 17) / fп(17 - µi, х, т)fп(µ1, х, т) dµ1 = 

о 

1) 

= llФlloo / (1+17 - µi + µi)fп(17 - µi, х, т)fп(µ1, Х, т) dµi = 
о 

1) 

= llФlloo [/ (1+17 - µi)fп(17 - µi, х, т)fп(µ1, х, т) dµ1 + 

1) о 

+ / µ~fп(11-µ1,х,т)fп(µ1,х,т)dµ1], 
о 

п Е N, 17, т ~ О, х Е JR.. 

Пользуясь симметричностью свертки, преобразуем правую часть 

этого соотношения: 

1) 

(1+17)gп(17, х, т) :( llФlloo [/ (1 + µi)fп(17 - µi, х, т)fп(µ1, х, т) dµ1 + 
1) о 

+ / µifп(17 - µi, х, т)fп(µ1, х, т) dµ1]. 

о 

Увеличивая второе слагаемое и пользуясь равномерной оцен

кой (6.45) существенного максимума функций {fп}, имеем 
1) 

sup(l + 17)gп(11, х, т) :( 2llФlloollf(O) lloo(Пo) /(1 + µ)fп(µ, х, т) dµ, 
17EJR 

о 

п Е N, т ~ 0, х Е JR.. 
(6.55) 

Усилим неравенство (6.53) за счет соотношений (6.54), (6.55): 

00 { 00 }1/р ! Тtv-т9п(µ,.,т)dµ:(С ! Хп(µ)[(1+µ)µ1] 1 -Рµdµ х 

Х {l(l + µ)fn(µ,x,т)dµd{} '/• (t - т)-'1', 1 < p,q < +оо, 
p- 1 +q-1 =1, "(>-1, а>О, nEN, t-т>О, xEJR.. 
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В этом неравенстве постоянная С от номера п Е N не зависит. При 
получении выражения во втором сомножителе во время интегриро

вания выполнена замена переменных 

µ 1--? ~ = х - v(µ)(t - т), 

где величины х, t, т считаются фиксированными параметрами, при
чем область интегрирования по переменной ~ расширена на все ее 

допустимые значения. Равномерная оценка (6.48) из леммы 6.11 
в сочетании с предыдущим выражением приводит к неравенству 

00 { 00 }1/р ! Тtv-т9п(µ, "т) dµ ~С ! Хп(µ)[(1 + µ)µ'] 1-Pµdµ (t - т)-lfq, 

при а> О, п Е N, t-т >О, х Е JR.; постоянная С не зависит от номера 
п Е N. Выберем величину р > 1 достаточно большой, при которой 
сходится интеграл 

00 /[(1 + µ)µ'] 1-Pµdµ, а> О. 
а 

Тем самым обеспечивается равномерная относительно номера п Е N 
оценка 

00 f Ttv-т9n(µ, "т) dµ ~ const(t - т)-lfq, 
а 

а> О, п Е N, t - т >О, х Е !R., 

где величина q > 1. 
Учитывая оценки (6.45), (6.56), устанавливаем 

t 00 ! ! Тtv-т9п(µ",т)dµdт ~С n Е N, t ~О, х Е JR., 
О а 

(6.56) 

(6.57) 

где постоянная С не зависит от п Е N, х Е JR.. Интегрируя неравен
ство (6.52) по переменной µ Е JR.+ с применением (6.57) и условий 
на класс начальных данных 2:0 , убеждаемся в справедливости 
леммы. Лемма доказана. 8 

§ 10. КОРРЕКТНОСТЬ ЗАДАЧИ (6.43) 

Теорема 6.5. Пусть (JC0J, v, Ф) Е (2:0 nС(П0 )) х V х Х. Тогда после
довательность {fп} решений задачи (6.44) фундаментальная в про

странстве Liт) при любом Т Е JR.+, а предел этой последовательности 
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в L~т) состоит из класса эквивалентных по мере Лебега dµ 0 dx 0 dt 
на П обобщенных решений задачи Коши (6.41), (6.42). 

О Рассмотрим разность z = f п - f m, где f п и f m - решения зада
чи (6.44), т ~ п. Обозначим 

z(O) = Uп - f m)lt=O> 'l/J = f п + f m, 

11-11 def 11-ll(O)_ 

Из (6.44) следУет неравенство 

t 

llz(., ., t)ll ~ llz(O) 11 + / llSп(fп) - Sm(fm)ll dт, t ~О. 
о 

(6.58) 

Подчеркнем, что операторы Sn, Sm действуют на функции только 
по аргументу µ Е JR+. Поэтому в дальнейших выкладках аргументы 
х, t всюдУ, где они являются формальными параметрами, будем опус
кать, восстанавливая их по мере необходимости. В силу определения 

операторов Sn, Sm имеем 

ISnUn) - Sm(fm)I = lxnSп(fп) - XmSm(fm)I ~ 

~ ХпlSп(fп) - Sm(fm)I + (Хп - Xm)ISп(fп)I, 

т~п, m,nEN. 

Интегрируя это неравенство по µ Е IR +, получаем 
()() ()() 

/ ISп(fп) - Sm(fm)ldµ ~ / IS(fп) - S(fm)ldµ+ 
о о 

()() 

+ / (Xm - Xп)ISmUm)ldµ, 
о 

т ~ п, т,п Е N. 

(6.59) 

Для суммируемых на множестве {µ} Е JR+ функций и, w справедли
во неравенство 

()() ()() ()() 

/ IS(u) - S(w)ldµ ~ ~llФlloo / lи + wldµ / lи - wldµ. (6.60) 

о о о 

Следовательно, 

()() ()() ()() 

/ IS(fп) - S(fm)ldµ ~ ~llФlloo / 'l/Jdµ / lzldµ, t ~О. 
о о о 
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Учитывая здесь равномерную ограниченность интегралов 

00 f fп(µ, х, т) dµ 
о 

относительно изменения п Е N, х Е IR, t Е [О, Т], что установлено 

в лемме 6.12, получаем 

00 00 f IS(fn) - S(fm)ldµ::::;; С f lzldµ, t Е [О, Т], 
о о 

где постоянная С не зависит от m, п, х, t. Интегрируя это соотноше
ние по х на IR, имеем 

f IS(fп) - S(fm)ldµ Q9 dx::::;; const llzll, t Е [О, Т]. (6.61) 

По 

Оценивая последнее слагаемое в правой части (6.59), приходим 
к соотношению 

00 00 f (Xm - Xп)IS(fm)ldµ::::;; f IS(fm)ldµ::::;; 
о п 

00 00 

+ f f Ф(µ1,µ)lfm(µ)llfm(µ1)ldµdµ1, 
п о 

m;;::: п, m,n Е N. 

Усилим это неравенство, увеличивая область интегрирования в сла

гаемых его правой части: 

00 00 00 f (Xm - Xп)IS(fm)ldµ::::;; 2 f f Ф(µ1, µ)l/m(µ)llfm(µ1)ldµdµ1 ::::;; 
О п/2 О 

00 00 

::::;; 2llФlloo f lfm(µ)ldµ f lfm(µ1)ldµ1, 

О п/2 

m;;::: п, m,n Е N. 
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Следовательно, 

00 00 00 

J (Xm - Xп)IS(fm)ldµ ~ 2llФlloo J fm(µ) dµ J fm(µi) dµ1, 
О О п/2 

m~n, m,nEN. 

Дальнейшее усиление этого неравенства произведем за счет равно

мерной оценки интегралов из леммы 6.12. При t Е [О, Т] имеем 

00 00 f (xm - Xп)IS(fm)ldµ ~С J fm(µ1)dµ1, 

О п/2 

m~n, m,nEN, tE [О,Т], 

где постоянная С не зависит от m ~ п Е N, х Е ~.следовательно, 

00 00 

ll(Xm - Xn)S(fm)ltll ~С J dx J fm(µ,x,t)dµ, 
-оо п/2 

(6.62) 

m ~ п, m, п Е N, t Е [О, Т], 

(постоянная С от номеров не зависит). Интегрируя неравен
ство (6.59) по аргументу х Е ~с учетом соотношений (6.61), (6.62), 
получаем 

llS(!.)I, - S(f m) l•ll <; С [и.,., t) 11 + 1 dx 1 ! m(µ, х, t) d+ (6.63) 
-оо п/2 

где m ~ п, m, п Е N, t Е [О, Т], а постоянная С от номеров не зависит. 
Последнее слагаемое в правой части (6.63) оценим, воспользовав
шись леммой 6.11: 

00 00 

J dx J (l+~)fm(µ,x,t)dµ~ j(l+µ)fm(µ,x,t)dµ&;dx~ 
-оо п/2 По 

~ ! (1 + µ)j(O)(µ, Х, t) dµ Q9 dx, 

По 

m~n, m,nEN, tE [О,Т]. 
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Таким образом, 

00 00 f dx f fm(µ,x,t)dµ ~С (1 + ~)-l, 
-оо п/2 

(6.64) 

т ~ п, т, п Е N, t Е [О, Т], 

где постоянная С от номеров не зависит. Сочетая (6.58), (6.63), (6.64), 
получаем 

(О) [( n)-l ft ] llz(., ., t)ll ~ llz 11 +С 1 + 2 Т + llz(., ., т)ll dт , 

о 
(6.65) 

п Е N, t Е [О, Т] 

(постоянная С от номеров не зависит). Применением леммы Грону
олла [172] на отрезке t Е [О, Т] обеспечиваем оценку 

sup llz(., ., t)ll ~ (11zC0)11 + (1 + ~)- 1 т) ехр(СТ), п Е N. 
[0,Т] 2 

Поскольку 11z(o)11 -+ О при п -+ оо, то для любого е > О и Т > О можно 
указать N ( е) такое, что при т ~ п ~ N ( е) справедливо неравенство 

sup llz(., ., t) 11 < е. 
[0,Т] 

Следовательно, последовательность {fп} фундаментальная в про

странстве Liт) при каждом Т > О. В силу полноты Liт) последо
вательность {f п} сходится в Liт). Таким образом, можно указать 
подпоследовательность {fnk}, которая почти везде на П сходится 
к неотрицательной функции f, причем в силу (6.45) 

11/1/оо(П) ~ llJ(O)lloo(Пo). 

Примененив теорему Фату [94] в сочетании с леммой 6.12, получаем 

00 

sup f f(µ, х, т) dµ ~ С(Т). 
о,,;;t,,;;т, 

xEIR О 

Из неравенства (6.64) следует оценка 
00 00 f dx f f (µ, х, t) dµ ~ const ( 1 + ~ )-l, 

-оо п/2 

п Е N, t Е [О,Т]. 

(6.66) 

(6.67) 
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Теперь рассмотрим вопрос о сходимости значений S(fп) к S(f) 
при п--+ оо. Справедливо следующее неравенство: 

00 00 00 f IS(f) - Sп(fп)ldµ ~ f IS(f) - S(fп)ldµ + f (1 - Xп)IS(f)ldµ, 
о о о 

п Е N. 
(6.68) 

Сочетая (6.60), (6.66), равномерную оценку из леммы 6.12, имеем 

00 f dx f IS(f) - Sn(fп)ldµdx ~С f lf - fпldµ 0 dx, 
R О По 

(6.69) 

t Е [О, Т], п Е N, 

с постоянной С, не зависящей от номера п Е N. Поскольку 
00 00 00 f (1 - Xп)IS(f)ldµ ~ 2llФlloo f IJ(µ)ldµ f IJ(µ1)ldµ1, n Е N, 

О О п/2 

то, учитывая (6.66), (6.67), получаем 

j(1-xn)IS(f)ldµ®dx~C(1+%)-
1

, nEN, (6.70) 

По 

где постоянная С от номера пне зависит. Интегрируя (6.68) по х Е JR. 
с учетом (6.69), (6.70), имеем 

llS(fп) - S(f)ll(T) ~С { llfп - fll(T) + ( 1 + ~)-l }--+О, п--+ оо, 

(постоянная С от номеров не зависит). Значит, существует подпосле

довательность {fпk } С {fпk}, для которой 
J 

Snk. (f щ.) --+ S(f), nkJ --+ оо, 
J J 

почти везде на П. 

Переходя к пределу п = nkj --+ оо в (6.44), получаем, что функ
ция f почти везде на П удовлетворяет уравнению (6.43). Теорема 
доказана. 8 

Замечание 6.9. Класс эквивалентных решений уравнения (6.43), вы
деленный в доказанной теореме, содержит неотрицательную функ

цию f, которая при каждом t Е JR+ принадлежит классу L;o, что 
вытекает из оценок для f, полученных в процессе доказательства 
теоремы. 
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Класс корректности для задачи (6.41), (6.42) выделяется следу
ющим утверждением. 

Теорема 6.6. Пусть f и g-решения уравнения (6.43) в полуплос
кости П такие, что при каждом Т Е JR+ ограничены величины 

00 

sup / lf\dµ + sup j lf\dµ ® dx ~ d, (6.71) 
о,,;;t,,;;т, о,,;;t,,;;т 

xEJR О По 

00 

sup J lgldµ + sup J lgldµ ® dx ~ d. (6.72) 
о,,;;t,,;;т, о,,;;t,,;;т 

xEJR О По 

Тогда можно указать такую постоянную С(Т, d) < оо, что 
11/- gll(T) ~ C(T,d)llf("O) - g("O)ll(o). (6.73) 

О Из тождества (6.43), выполняющегося для функций f, g почти 
везде на П, получаем 

t 

lf- gl ~ тtvlf("O) - g("O)I + / тtv_,,. о IS(f) - S(g)jdт, 
о 

о~ t ~ т. 

Интегрируя это неравенство на По с учетом (6.60), (6.72), имеем 

j lf - gldµ ® dx ~ / lf(" О) - g(" O)ldµ ® dx + 
По По 

Учитывая ограниченность величин (6.72), приходим к неравенству 

11!(" t) - g(" t)ll(o) ~ llf(" 0) - g(" O)ll(O)+ 
t 

+ 3dl1Фlloo / llf(" т) - g(" т)ll dт, 
о 

о~ t ~ т, 

из которого в силу леммы Гронуолла [172] следует соотношение 

llf- gll(T) ~ C(T,d)llf("O) - g("O)llC0J, 
С(Т, d) = exp(3dTllФlloo)· 

Теорема доказана. • 
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Следствие 6.3. Сочетая результаты теорем 6.5 и 6.6, устанавлива
ем, что теорема 6.5 имеет место, если 

(!(0>,v, Ф) Е Ео х V х Х. 

Замечание 6.10. Утверждение о непустоте класса корректности, вы
деляемого соотношениями (6.72), доказано в теореме 6.5. Единствен
ность построенного решения с точностью до класса эквивалентности 

функций, отличающихся на множестве лебеговой меры нуль на П, есть 

прямое следствие неравенства (6.72). 

Замечание 6.11. Гладкие аппроксимации решения уравнения (6.43) 
могут быть в свою очередь приближенно найдены методом разност

нь~х схем. Основной проблемой здесь является переработка чрезмерно 

больших массивов данных из-за. малости сеточных шагов. Существен

ные трудности возникают при расчетах в окрестности особенностей, 

область расположения которых априори неизвестна. При этом прихо

дится существенно уменьшать шаги разностной сетки в окрестности 

особенностей решения предельной задачи, ибо значения правой ча

сти здесь отрицательные и весьма велики по абсолютной величине. 

Поскольку устойчивость разностных схем для уравнения Смолухов

ского имеет место только на неотрицательных сеточных функциях, то 

в окрестности особенностей решения значения оператора столкновений 

приходится умножать при вычислениях на малые шаги. Подчеркнем, 

что область расположения особенностей решения предельной задачи 

априори не является известной. 



Глава 7 

НЕЛОКАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ 

ДЛЯ ПРОСТРАНСТВЕННО ОДНОРОДНОГО 

УРАВНЕНИЯ СМОЛУХОВСКОГО 

§ 1. ОСНОВНЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Определим функциональные пространства, в которых будем изучать 

вопросы, связанные с разрешимостью задачи Коши для простран

ственно однородного уравнения Смолуховского, единственностью 

решения этой задачи, свойствами решения. Для определенности 

отметим, что все операции интегрирования, встречающиеся в книге, 

понимаются в лебеговском смысле. Вложение двух нормированных 

пространств В1 и В2 будем обозначать символом В1 ~ В2 (т. е. про
странство В2 вложено в В1 ), если выполняются соотношения 

В1 J В2 и //.//2 ~ k//.//1, 

где k-некоторое положительное число, 11-111, 11-112-соответствую
щие нормы на В1 и В2 • 

Фиксируем произвольные числа О~ Т < оо, О~ Л < оо и обозна
чим Пл (Т) нормированное пространство вещественных функций f, 
определенных и непрерывных в полосе 

Пт = {(х, t): О~ х < оо, О~ t ~ Т}, 

удовлетворяющих условию 

00 

llfll~T) = sup f exp(Лx)lf(x, t)I dx < оо. 
O~t~T 

о 

В пространстве П0 (Т) выделим подмножества По,k(Т) (k - неотри
цательное целое), которые снабдим более сильной нормированной 

структурой 

00 

111116~2 = sup f (1 + х + х2 + ... + xk)lf(x, t)/dx < оо. 
O~t~T 

о 

Отметим, что определенные таким образом нормированные про

странства не являются полными; для них справедливы следующие 
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цепочки вложений: 

Пл~(Т) +-" !1л2 (Т), О < Л1 < Л2; 
По(Т) = По,о(Т) +-" !10,1(Т) +-" .•. +-" По,k(Т) +-" •.. +-" Пл(Т), 

k Е N, Л >О. 

Положим 
ЩТ) = U Пл (Т) 

Л>О 

и обозначим nt(T), nt,k(T), n+(Т)-конусы неотрицательных 
функций в Пл(Т), !lo,k(T), ЩТ) соответственно. 

Имеет место включение 

ЩТ) с n'k°=0!1o,k(T). 

В дальнейшем нами будет использоваться естественная метри

ческая структура на Пл(Т), По,k(Т), в которой эти пространства 
являются полными. Метрики, описанные ниже, порождают на рас

сматриваемых классах функций более сильную топологию, чем со

ответствующие нормы. 

Введем на множестве С(Т) всех непрерывных функций в полосе 

Пт счетное семейство разделяющих полунорм {Plт)(f)}~ 1 , опреде
ленных так, что 

Vf Е С(Т): р~т)(f) = max. lf(x,t)I, i = 1,2"". 
O~x~i, 
O~t~T 

Топология равномерной сходимости на компактах, лежащих в по

лосе Пт, порождаемая этим семейством, метризуема при помощи 

следующей метрики (см. [144]): 

00 

d(T)(j,g) = L 2-ip~T)(J - g)(l + p~T)(f - g))-1 , f, 9 Е С(Т). 
i==l 

Поскольку !10,k(T), Пл(Т), !l(T) являются подмножествами в С(Т), 
то возникают соответствующие метрические структуры: 

на !lo,k (Т) - метрика 

Р6~2 = d(T)(f,g) + \\f- g\\6~2, k? О; 

на Пл (Т) - метрика 

AT)(f,g) = d(Т)(f,g) + 11/- 9llf'), ,\?О; 
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на П(Т) ИНдУцируется метрическая структура пространства 
непрерывных функций С(Т). 

Отметим, что метрические пространства 

(Т) 
(flo,k(T), Po,k ), 

являются полными, а (fl(T), d(T)) таковым не является. В даль
нейшем под метрическими пространствами flo,k(T), Пл(Т) будем 
понимать соответствующие пары (flo,k(T), р~~2), (flл(T), р~Т)), а под 
нормированными пространствами тех же символов - следУющие па

ры: 

(По,k(Т), 11·11~~2), 
(Т) 

(Пл(Т), //.//л ). 

Определим классы ядер Ф, которые рассматриваются в этой 

главе. Обозначим Хо нормированное пространство вещественных 

функций, определенных и непрерывных на множестве 

~t = {(х,у): О~ х,у < оо} 

таких, что выполняются соотношения 

llФl!x0 = sup IФ(x,y)j < оо; 
JR+ 

2 

Ф(х, у)= Ф(у, х). 

В пространстве Хо выделим подмножество неотрицательных 

функций Ф ~ О, которое обозначим xt. СледУет подчеркнуть, что 
все основные результаты этой главы связаны с ядрами из класса 

xt' поскольку условия симметричности, неотрицательности и огра
ниченности ядра Ф позволяют строить нелокальные решения задачи 

Коши для уравнения коагуляции, что не имеет места для произволь

ных ядер Ф Е Хо. 

§ 2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ ОГРАНИЧЕННЫХ ЯДЕР. 
ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ ПОСТРОЕНИЯ 

Определение 7.1. В этой главе под решением задачи Коши 

(1.10 ), (1.8), (1.2о) в полосе П(Т) понимается функция f Е По(Т), 
непрерывно дифференцируемая по t при О ~ t ~ Т, обращающая 
уравнение (1.10 ), (1.8) в тождество на П(Т) и совпадающая с fo 
при t =О. 
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Естественно, что, главным образом, нас будут интересовать неот

рицательные решения уравнения коагуляции, поскольку именно они 

имеют физический смысл. 

Теорема 7 .1 (основная 7-й г.n.ави). Предположим, что ядро Ф 
принадлежит классу Xci, а начальная функция f о принадлежит 
одному из следующих классов: 

а) fo Е Пri,k(O), k ;;::: О; 
6) fo Е n+(o). 

Тогда, соответственно, задача Коши (1.10 ), (1.8), (1.2о) в полосе П(Т) 
имеет: 

а) решение, принадлежащее nt k(T), единственное в П0 (Т); 
6) решение, принадлежащее n+(T), единственное в П0 (Т). 
Указанное решение непрерывно зависит от входных данных за-

дачи, т. е. от пары (!о, Ф) при отображении из топологического 
произведения nt(O) х Xci в nt(T), переводящего каж,цую точку 

Uo, Ф) Е nt(o) х xt 
в решение задачи Коши для уравнения коагуляции в полосе П(Т). 

Прежде чем доказывать эту теорему, сделаем ряд предваритель

ных построений и утверждений. Фиксируем ядро Ф Е Х0 и рассмот
рим билинейное отображение 

[" *]Ф: По(О) х По(О) ---+ По(О), 

которое определим для функций f,g Е П0 (0) соотношением 

def 1 {!х [f,g]Ф(x) = 2 Ф(x-y,y)f(x-y)g(y)dy-

o (7.1) 
00 00 

-f(x) j Ф(x,y)g(y)dy-g(x) j Ф(x,y)f(y)dy}, 
о о 

позволяющим записать задачу Коши (1.10 ), (1.8), (1.20 ) в более 
компактном виде 

{ 

дf(х, t) = [! !] дt , Ф, (x,t) Е Пт, 

f(x, О) = fo(x). 
(7.2) 

Отметим ряд важных свойств введенного отображения [" *]Ф 
(билинейной формы). Имеет место симметричность формы[" *]Ф по 
аргументам, вытекающая из симметричности ядра Ф: 

[f, 9]Ф = [g, fJФ. 
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Легко можно убедиться, что классы По,k(О), Пл(О), П(О) инвариант
ны относительно отображения[., *]Ф: 

[., *]Ф: По,k(О) х По,k(О) 

[., *]Ф: Пл(О) х Пл(О) 

[., *]Ф: П(О) х ЩО) 

---> По,k(О), k ~ О, 

---> Пл(О), Л ~О, (7.3) 

___, ЩО). 

Непосредственным интегрированием соотношения (7.1) по х с весами 
xk (k ~О), ехр(Лх) (Л ~О) получаем следующие равенства: 

00 00 

00 

j xk[f,g]Ф(x)dx = 
о 

= ~ j j Ф(х, у) { (х + y)k - xk - yk} f(x)g(y) dx dy, (7.4) 

о о 

00 00 

f, g Е По,k (О); 
00 

/ ехр(Лх)[!, g]Ф(х) dx = 

о 

(7.5) 

= ~ / / Ф(х, у){ехр(Л(х +у) - ехр(Лх) =--- ехр(Лу)} f(x)g(y) dxdy, 
о о 

f,gЕПл(О), л~о. 

Следует особо выделить два важных соотношения, получающихся 

из (7.4) при k =О и k = 1 и имеющих физическое содержание: 
00 00 00 

j[f,!JФdx = -~ / / Ф(x,y)f(x)f(y)dxdy ~О, (7.6) 

о о о 

ф Е xt, f Е пt(О); 
00 

j х[!, !JФ dx =О, f Е По,1(0). 
о 

(7.7) 

Первое из указанных соотношений означает убывание со временем 

плотности числа частиц в коагулирующей системе, а второе - со

хранение с течением времени общей массы частиц в единице объема 

системы. В этом можно убедиться формальным интегрированием 

по х с соответствующими весами обеих частей уравнения (1.1 0 ), (1.8). 
Получим необходимые для дальнейших построений оценки би

линейной формы [f,g]Ф в различных нормах. Положим с= llФllx0 • 
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Очевидно, что 

1 [f, УJФ(х) 1 <; ~ { l lf (х - У) 1 IY(Y)ldy+ 

~ {l lf(x -у)+ lf(x)l 7/g(y)/dy + /g(x)l llf(y)/dy}. 
о о о 

(7.8) 

Следовательно, на каждом отрезке [О, а], О ( а < оо, имеет место 
неравенство 

max i[f,g]Ф/ ( 
о:;;;х:;;;а 

( -2с {min ( max lf(x)I /
00 

\g(y)\dy, max \g(x)\ /

00 

\f(y)\dy) + 
о:;;;х:;;;а о,,;;х,,;;а 

о о 

+ 0~~. lf(x)l llg(y)ldy + 0~~. lg(x)l ,lf(Y)ldy }· 
о о 

Поскольку выполнено соотношение min(a, Ь) ( ~(а+ Ь), то оконча
тельно получаем: 

max l[f,g]ФI ~ -
4
3 с{ max lf(x)I /

00

/g(y)/dy+ max /g(x)I /
00

/f(y)/dy}. 
о:;;;х:;;;а о,,;;х:;;; а о,,;;х:;;;а 

о о 

В дальнейшем нами будут использоваться усиленные варианты этой 

оценки в случае, когда f,g Е По,k(О) и f,g Е Пл(О): 

0
r;f:ta l[f,g]Ф\ ( ~с{0~~а lf(x)lllgllb~k + 

0
r;f:ta /g(x)lllfllb~k}, (7.9) 

k =о, 1, ... ' 

oT:ta l[f, g]ФI ( ~c{or;f:ta lf(x)lllgll~o) + oT:ta /g(x)lllfll~oJ}, (7.10) 

). ~о. 

Перейдем к получению оценок значений формы [/, g]Ф в нормах 

ll·llb~k и 11·11~0 ). Предполагая, что f,g Е По,k(О), проинтегрируем 
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неравенство (7.8) по хна [О, оо) с весом 1 + х + х2 + ... + xk: 
00 J (1 + х + х2 + ... + xk)/[J, g]Ф/dx ~ 
о 

,;;; ~{ l lc1 + (х +у)+ ... + (х + y)k)lf(x)llg(y)ldx dy+ 
о о 

00 00 

+ J j(l+x+x2 +".+xk)/f(x)//g(y)/dxdy+ 
о о 

+ 11(1 + х + х' + ... + xk)lg(x)l!f(y)ldxdy }· 
о о 

"Усиливая это неравенство, получаем необходимую оценку 

(7.11) 

где А( с, k) - неотрицательная константа, зависящая только от чи
сел с и k. Совершенно аналогичными рассуждениями устанавливаем, 
что 

[ ] 
(О) 3 / (О) (О) 11 f,g Ф!lл ~ 2с/ Лlл l/gJlл ' f,g Е Пл(О), ,\?:о. (7.12) 

Отметим, что линейность формы [., *]Ф по каждому из аргументов 
в сочетании с соотношениями (7.9) и (7.11), (7.10) и (7.12) означает 
непрерывность отображений (7.3) в соответствующих метрических 
пространствах. 

§ З. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОАГУЛЯЦИИ С ОГРАНИЧЕННЫМ ЯДРОМ 

В КЛАССЕ r!0 (T). НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ РЕШЕНИЯ 
ОТ ВХОДНЫХ ДАННЫХ ЗАДАЧИ 

В этом разделе предполагается наличие решения задачи Коши (7.2) 
в классе По(Т) при входных данных задачи (!0 , Ф) Е П(О) х Ха. 
Сначала докажем единственность этого решения в классе По(Т). 

Лемма 7.1. Пусть функция f Е По(Т) является решением задачи 
Коши (7.2) с ядром Ф Е Хо и начальной функцией fo Е По(О). Тогда 
это решение единственное в классе П0 (Т). 

Q Будем доказывать исходя от противного утверждению леммы, 

т. е. предположим наличие в классе По(Т), по крайней мере, двух 
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решений задачи Коши (7.2), которые мы обозначим f и g; тогда 
выполняются тождества 

t 

f(x, t) = fo(x) + f [!, !]Ф ds, (х, t) Е Пт; 
о 

t 

g(x, t) = fo(x) + j [g, g]Ф ds, (х, t) Е Пт. 
о 

Вычитая из первого тождества второе, приходим к следующему 

соотношению: 

t 

lf(x, t) - g(x, t)I ~ f l[f - g, f + g]ФI ds, (х, t) Е Пт. 
о 

Интегрируя полученное неравенство по х на [О, оо ), воспользовав
шись теоремой Фубини [94] и .оценкой (7.11) при k = О, получаем 
соотношение: 

t 

11! - 9llb0)(t) ~К f 11! - 9ll6°)(s) ds, О~ t ~ Т, 
о 

где К -неотрицательная константа, зависящая только от llФllx0 , 

llfllbт), ll9llbт)_ Таким образом, при достаточно малом т >О (Кт < 1) 
справедливо неравенство 

llJ - 9llbт) ~ Kтllf - 9llbт), 
из которого в силу непрерывности функций f и g следует их сов

падение на полосе Пт. Повторяя эти рассуждения на интервалах 

времени [т, 2т), [2т, Зт) и т. д., заключаем, что f = g на Пт. Лемма 

доказана. • 

Перейдем теперь к вопросу устойчивости решения задачи Коши 

(7.2) относительно возмущения входных данных задачи, т. е. на

чальной функции fo Е П0 (0) и ядра Ф Е Х0 . Этот вопрос со 

значительно большей полнотой будет разобран в следующей главе 
для неограниченных ядер, удовлетворяющих условиям (А). 

Лемма 7.2. Пусть f и g - решения задачи Коши (7.2), принадлежа
щие классу П0 (Т), которые соответствуют входным данным задачи 
(!0 , Ф) и (g0 , Ф) из пространства П0 (0) х Х0 , причем выполняются 
неравенства 

(Т) ll(T)} max{llfllo , 119 о ~ М, 

max{llФllx0 , llФl\xo} ~С, 
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где М, С - положительные числа. Тогда можно указать такое число 

а > О, зависящее от М, Т, С, что справедливо следующее неравен-
ство: 

11! - gll6T) ~ a(llfo - goll6°) + llФ - Фllxo)· 
О Рассуждая аналогично доказательству предыдущей леммы, полу

чаем тождество 

t 

f(x, t) - g(x, t) = fo(x) - go(x) + j {[! - g, f + g]Ф + [g, g]Ф-Ф} ds, 

о 

из которого, с учетом сделанных оценок, следует неравенство 

t 

11! - gll6°)(t) ~ llfo - goll6°) +К j 11! - gl\6°)(s) ds + 
о 

+ T(Jlgll6T)) 2 llФ - Фllxo, 
О ~ t ~ Т, К= К(М, С) ~ О. 

Отсюда получаем, что 

11! - gll6°)(t) ~ {llfo - goll6°) + T(llgll6T)) 2 llФ - Фllx0 } exp(Kt), 
и, следовательно, 

11! - gll6T) ~ a{llfo - goll6°) + llФ - Фllxo}, 
где а= exp(KT)(l + ТМ2). Лемма доказана. 

§ 4. НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ (7.2) 

• 
В этом разделе устанавливается важный факт, имеющий физическое 

содержание, что неотрицательным входным данным задачи Коши 

(7.2) соответствуют неотрицательные решения этой задачи. Как 
и ранее, это утверждение доказывается в предположении существо

вания решения в классе П(Т). 

Лемма 7.3. Пусть функция f Е П0 (Т) - решение задачи Коши (7.2) 
с начальной функцией f Е Псi (О) и ядром Ф Е Xci. Тогда функция f 
принадлежит классу Псi (Т). 

О Сначала докажем утверждение леммы при более сильных пред

положениях, а именно, дополнительно к условиям леммы потребуем 

выполнение следующих неравенств: 

fo(x) >О при О~ х < оо; 

Ф(х, у) >О при (х, у) Е JRt. 
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Отметим, что при х = О решение уравнения коагуляции удовле
творяет тождеству 

00 

:/(О, t) = - !(О, t) ! Ф(О, y)f(y, t) dy. 

о 

Интегрируя это соотношение по t, получаем 

f(O, t) ~ fo(O) ехр (-11 Ф(О, y)f(y, .•) dyd,) >О, О<; t <; Т. 
Покажем, что функция f нигде не обращается в нуль на полосе 

Пт. Предположим противное: так как f 0 (x) > О и f(O, t) > О, 
О ~ t ~ Т, то нули функции f имеют строго положительные 

координаты. Выберем во множестве нулей функции f в Пт точку 

с наименьшей координатой х (это возможно, поскольку множество 

нулей непрерывной функции замкнутое) и обозначим ее ( х0 , t 0 ). 

В силу нашего выбора справедливо равенство f(x 0 , t 0 ) = О, причем 
f(x, to) > О при О ~ х < хо. Тогда из уравнения коагуляции 
(1.10), (1.8) получаем 

Хо 

д 11 а/(хо, to) = 2 Ф(хо - у, y)f(xo - у, to)f(y, to) dy >О. 
о 

Но в этом случае из-за гладкости функции f по t при достаточно 
малых to - t > О справедливо неравенство f (хо, t) < О, а поскольку 
f (О, t) > О, то можно указать точку 

(х, t) Е Пт, О < х < х0 , О < t < to, 

в которой !(х, f) = О, что противоречит способу выбора точки 
(хо, to). Следовательно, функция f не обращается в нуль на Пт и, 
значит, f > О на Пт. 

Теперь перейдем непосредственно к доказательству леммы. 

Прежде всего отметим, что для неотрицательных решений уравне

ния ((1.10 ), (1.8) выполняется неравенство 

00 00 

J !(х, t) dx ~ J fo(x) dx, t ~ О, (7.13) 

о о 

которое получается применением соотношения (7.6) к интегральной 
форме записи уравнения (1.1 0 ), (1.8) по t. В силу неотрицательно
сти, предполагаемой у функции f, из соотношения (7.13) следУет 
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неравенство 

(7.14) 

Пусть входные данные (!0 , Ф) задачи Коши (7.2) удовлетворяют 
условиям настоящей леммы. Сделаем такое возмущение входных 

данных, чтобы они стали строго положительными, например 

J6c)(x) = fo(x) +еехр(-х), ф(с)(х,у) = Ф(х,у) +е, О< е ~ 1. 

Очевидно, 
llfo - J6c)ll6°) = llФ - ф(c)llxa = €. 

в силу выше сделанных рассуждений входным данным и6с)' ф(о)) 
задачи Коши (7.2) соответствуют положительные решения этой за
дачи J(c), которые ввиду неравенства (7.14) равномерно ограничены 

относительно О< е ~ 1 по норме 11·116Т): 

причем 

"Устремляя Е: _, О и воспользовавшись результатом леммы 7.2, 
условия которой здесь выполнены, получаем 

llf - f(c) 116Т) ~ a(lifo - J6c) 116°) + JIФ - ф(с) llxo) = 2ае _,О, 

где число а зависит только от llfll6TJ, llФllx0 , функция f является 
решением задачи Коши (7.2) с входными данными (!0 , Ф ). Поскольку 
f(c) >О и функция f непрерывная, то указанная сходимость семей
ства решений J(c) к функции f обеспечивает ее неотрицательность 
на полосе Пт. Лемма доказана. 8 

§ 5. ПОСТРОЕНИЕ ЛОКАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ КОАГУЛЯЦИИ 

Кратко опишем применяемый метод построения локального реше

ния (в достаточно малой окрестности точки t = О) для уравнения 

(1.1 0 ) в случае оператора столкновений Смолуховского (1.8) с огра
ниченным ядром Ф. Отметим сразу, что применяемая конструкция 

аналогична методам, применявшимся еще Коши и Ковалевской в 

аналитической теории дифференциальных уравнений [101-104]. Ло
кальное решение в окрестности точки t = О строится в виде формаль
ного тейлоровского ряда по степеням t, далее получаются оценки 
коэффициентов ряда в различных нормах, что позволяет установить 

положительную оценку снизу для радиуса сходимости ряда, т. е. его 
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сходимость. Затем показываем, что построенная функция решает 

в малой окрестности точки t = О задачу Коши для уравнения 

коагуляции. 

Лемма 7.4. Пусть ядро Ф Е Х0 , а начальная функция fo принадле
жит одному из следующих классов: 

а) fo Е По,k(О), k 3 О; 
6) fo Е Пл(О), Л 3 О. 
Тогда можно указать такое положительное число m, что на каж

дой полосе П,,., О < т < 1 / т, существует решение задачи Коши 
для уравнения коагуляции, которое в случае (а) принадлежит классу 
По,k(т), а в случае (6) принадлежит классу Пл(т). 

В обоих случаях это решение аналитическое по t в интервале 
О ~ t ~ т при каждом фиксированном х Е [О, оо). 

О Будем искать решение задачи Коши (7.2) в окрестности точки 
t =О в виде формального ряда по степени t: 

ос 

f(x, t) = L ai(x)ti. (7.15) 
i=O 

Формальной подстановкой этого ряда в соотношение (7.2) получаем 
рекуррентные соотношения для коэффициентов ai, i 3 О: 

(7.16) 

Воспользовавшись свойствами (7.3) билинейного отображения[., *]Ф, 
индукцией по номеру п 3 О получаем, что 

если начальная функцИя fo Е По,k(О), и ап Е Пл(О), если fo Е Пл(О). 
Примем следующие обозначения: 

Ап = JJaпJJ~~k' если ао Е По,k(О), п 3 о, k ~О; 

Ап(Л) = J/an//i
0

), если ао Е Пл(О), п 3 о, Л ~О; 

Вп(а) = max Jап(х)/, 
о::;;х::;;а 

О< а< оо, п ~о. 
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Из соотношений (7.9)-(7.16) получаются следующие неравенства 
для чисел Ап и Вп: 

в случае (а) 

(7.17) 

- в случае (б) 

(7.18) 

п~ О, 

где А(с, k), В(с) -неотрицательные константы, зависящие только 

от величин, указанных у них в качестве аргументов. Проводя ин

дукцию по номеру п ~ О, легко можно убедиться в справедливости 

следующих оценок, вытекающих из неравенств (7.17) и (7.18): 
- в случае (а) 

{ 
Ап:::;; Аоmп, n ~О, 

Вп(а) :::;; Ba(a)mn; 
m = А(с, k)Ao, 

- в случае (б) 

{ 
Ап(Л):::;; Аа(Л)mп, 

Вп(а):::;; Ва(а)тп. 

п ~О, m = А(с, k)Ао(Л), 

(7.19) 

(7.20) 

Выберем произвольное число т в интервале О < т < 1 / m и отме
тим, что частичные суммы ряда (7.15) принадлежат пространству 
!la,k(т), когда fo Е !lo,k(O), и принадлежат пространству !lл(т), если 
fo Е Пл(О). В силу оценок (7.19), (7.20) и полноты метрических 
пространств !la,k(т), Пл(т) последовательность частичных сумм ря-

да (7.15) сходится по метрике Pb~k к некоторой функции f Е !la,k(т) 
в случае а), а в случае 6) сходится по метрике р~т) к функции 
f Е !lл(т). Покажем, что построенная функция f является решением 
уравнения коагуляции (1.10 ), (1.8) в полосе П,,.. По построению 

функция f принадлежит пространству !10 (т) и является гладкой 
по t, О :::;; t :::;; т. В силу свойств непрерывности билинейной формы 
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[., *]Ф, установленных в § 2, при подстановке ряда (7.15) в правую 
часть уравнения (1.10 ), (1.8) с учетом (7.16) получаем: 

00 

- ~ [ ] ti+j - ~ ti ~ [ ] -Ф - L.,; ai, а1 Ф - L.,; L.,; ak, as Ф -

i,j~O 

~. i-1 - дf 
= L.,; it ai = дt' 

i=l 

i=O s+k=i 

(х, t) Е П.,.. 

Таким образом, функция f удовлетворяет уравнению (1.10 ), (1.8) 
и поскольку flt=O = fo, то f является решением задачи Коши (7.2) 
в полосе П.,.. Лемма доказана. 8 

Отметим, что в процессе доказательства этой леммы была уста

новлена зависимость радиуса сходимости ряда (7.15) от нормы на
чальной функции, рассмотренной в соответствующем нормирован-

ном пространстве 

1 
т ~ 1/m = Al/foll' 

где А-константа, определяемая [[Ф[[х0 в случае (б), и дополни
тельно номером k, если начальная функция уДовлетворяет условию 
(а); вид нормы здесь не конкретизируется. Полученная зависимость 

в дальнейшем будет существенно использована для построения 

продолжения неотрицательного решения задачи Коши (7.2) на все 
положительные моменты времени t. 

Подчеркнем также, что лемма 7.1 обеспечивает единственность 
построенного решения в классе По(т), а из леммы 7.3 следует 
неотрицательность этого решения при условии, что неотрицательны 

функции fo и Ф. 

§ 6. РАВНОМЕРНЫЕ ОЦЕНКИ НОРМ НЕОТРИЦАТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО JЕОРЕМЫ 7.1 

Оценка радиуса сходимости ряда (7.15), полученная в предыдущем 
разделе, указывает на то, что при наличии равномерной оценки 

нормы решения уравнения коагуляции вплоть до правой грани

цы интервала [О, 1/m) можно осуществить продолжение решения 
на больший интервал в направлении возрастания времени t. Это, 
оказывается, можно сделать для неотрицательного решения уравне

ния (1.10), (1.8), отвечающего неотрицательным fo и Ф. При входных 
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данных, не обладающих этим свойством, задача Коши для урав

нения коагуляции в целом, вообще говоря, неразрешима, на что 

указывает следующий пример. 

Пример 7.1. Рассмотрим задачу Коши (7.2) со следующими входны
ми данными: 

fo(x) = ехр(-х), Ф(х,у) = -1. 

В этом случае точное решение можно получить методом преобразова

ния Лапласа по переменной х, оно имеет следующий вид: 

f(x, t) = (l _ (~/2)t) 2 ехр(- 1 _ ~t/2)), х? О, t? О. 
Несложно убедиться в том, что в этом случае непрерывное по ( х, t) 
продолжение этого решения на неотрицательную полуось времени t 
существует лишь локально при t < tc = 2. 

В следующей лемме получим необходимые равномерные оценки 

решения задачи Коши (7.2). 

Лемма 7.5. Предположим, что ядро Ф Е Xt и функция f(x, t), 
определенная и непрерывная при О~ х < оо, О~ t < Т, является 
решением уравнения (1.lo), (1.8) на каждой полосе Пr, О< т < Т, 
причем 

при каждом указанном т. Тогда справедливо следующее неравен-

ство: 

sup llfll6~l < оо, k ~ О. 
O<r<T 

О Поскольку функция !-решение уравнения (1.lo), (1.8), то 
при О ~ х < оо, О ~ t ~ Т выполняется тождество 

t 

f(x,t) = fo(x) + j[f,J]Фds. 
о 

Интегрируя это соотношение по х с весами xi, О~ i ~ k, на [О,оо), 
получаем равенство 

00 00 f xi f(x, t) dx = f xi fo(x) dx + 
о о 

t 00 00 

+~/ f f Ф(x,y){(x+y)i-xi-yi}f(x,s)f(y,s)dxdyds. 
о о о 

9-5673 
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Здесь при перестановке порядка интегрирования мы воспользова

лись теоремой Фубини [94] и соотношениями (7.4). Из полученного 
соотношения в силу неотрицательности функций f и Ф и ограничен
ности ядра Ф вытекают следующие неравенства и тождество: 

00 00 

j f(x,t)dx ( j fo(x)dx, О ( t ( Т; (7.21) 

о о 

00 00 

J xf(x, t) dx = J xfo(x) dx, О ( t ( Т; (7.22) 

о о 

00 00 

J xi J(x, t) dx ( J xi f 0 (x) dx + 
о о 

t 00 00 

+L L J ds J x1J(x,s)dx J ymf(y,s)dy, 
l~~~7~i-l о о о 

(7.23) 

при О ( t < Т, 2 ( i ( k; L- неотрицательная константа, зависящая 

от номера i и llФllx0 • Применением индукции по номеру О ( i ( k 
в неравенствах (7.21)-(7.23) устанавливаем, что каждая величина 

00 

sup Jxif(x,t)dx < оо. 
O~t<T 

о 

Поскольку неотрицательность функции f обеспечивает справедли
вость равенства 

k 00 

llJl/~~k = sup L J xif(x,t)dx, 
О~t~т i=O О 

то полученные равномерные относительно О ( t < Т оценки момен-
тов решения 

00 

. jxif(x,t)dx, i;?:O, 

о 

гарантируют конечность величин 

Лемма доказана. 8 
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Доказательство теоремы 7 .1 

О а) Сначала проведем рассуждение в случае, когда функция f 
принадлежит пространству f2o,k(O). На основании результатов лемм 
7.1, 7.2, 7.4 можно утверждать, что в каждой полосе Пr, О < т < 1/т, 
существует решение задачи Коши (7.2), принадлежащее классу 
nt,k(т), единственное в классе f2о(т). В силу леммы 7.5 для ука
занного решения справедливо неравенство 

sup llfll6r2 < оо. 
O<r<~ ' 

Выберем точку t0 Е [О, 1/m) достаточно близко к правому краю 
этого интервала и, приняв функцию f(., ta) за начальную, построим 
в окрестности точки t0 решение уравнения (1.lo), (1.8) в виде ряда 
по степеням (t-t0 ) аналогично ряду (7.15). Сходимость такого ряда 
гарантируется в круге 

1 
\t - tol < , 

А(с, k) sup llfll6r2 
O~r<~ ' 

причем следует подчеркнуть, что радиус рассматриваемого круга 

не зависит от выбора точки t0 Е [О, 1/m). Таким образом, за счет 
указанного выбора точки t0 можно продолжить решение за правую 

границу интервала О ( t < 1 / т и, повторяя эти рассуждения 
по шагам, можно продолжить решение на любой отрезок времени 

о ( t ( т, т >о. 
б) Теперь перейдем к построению продолжения решения, когда 

функция fo принадлежит пространству n+(o). Поскольку fo при
надлежит пространству n+(o), то можно указать число ,\ > о, 
при котором f 0 Е nt (О). Тогда на полосе Пr, О < т < 1 / т существует 
единственное в классе f2о(т) решение задачи Коши (7.2) f Е nt(т) 
(см. леммы 7.1, 7.3, 7.4). Воспользовавшись теоремой В. Леви [94], 
неравенством (7.21), получаем следующие соотношения: 

00 

llf(., t)ll~o) = J exp(.Ax)f(x, t) dx = 

где 

о 

оо ook оо Jook 
k Х (О) k Х = :Lл j /Jf(x,t)dx ( а0 + :Lл !Jf(x,t)dx, 

k=O о k=l о 

00 

а~о) = J fo(x) dx. 

о 



260 Глава 7. Задачи Koiuи с ограниченными ядрами 

Выберем число Л0 > О достаточно малым, чтобы выполнялось 

неравенство 

В этом случае величина т равна kсть0), где k - неотрицательная кон
станта, зависящая только от llФllxo· Положим t 1 = 1/(2m). Функция 
f (.' 1 / ( 2m)) принадлежит пространству nto (о) и в силу вложений, 
указанных в § 1, функция f(., 1/2m) принадлежит пространству 
nt(O), где О< Л < Л0 . Выберем число Л1 Е (О, Ло) настолько малым, 
чтобы выполнялось следующее неравенство: 

Принимая f(., 1/2m) в качестве начальной функции, построим 
в окрестности точки t 1 = l/2m решение уравнения (1.10 ), (1.8) в виде 
ряда по степеням (t-t1), сходимость которого гарантируется в круге 

1 
lt - t1I <--СОТ' 

kст0 
и, таким образом, продолжаем решение на интервал времени 

О:::::;; t < 3/(2m). Повторяя эти рассуждения в точках ti = i/(2m), 
i )' 1, строим продолжение решения на любой отрезок времени 
о:::::;; t:::::;; т, т >о. 

Лемма 7.2 гарантирует непрерывную зависимость построенного 
в пунктах а) и б) решения задачи Коши (7.2) от входных данных 
задачи (!о, Ф). Утверждение о единственности и неотрицательности 
решения доказано в леммах 7.1, 7.3. Теорема доказана. 8 

§ 7. КЛАСС НЕОГРАНИЧЕННЫХ ЯДЕР 

Теория задачи Коши для уравнения коагуляции с ограниченными 

ядрами не содержит случаев, важных с точки зрения приложе

ний в кинетике коагуляции дисперсных систем, поскольку в реаль

ных процессах ядра Ф обладают существенной неограниченностью 

при х, у ---+ оо. Можно убедиться, что, как правило, такие ядра 

принадлежат следующему нормированному пространству Х веще

ственных функций, определенных и непрерывных на JRt: 
1° Ф(х,у) = Ф(у,х) )'О, (х,у) Е iRt; 

2° llФllx = sup Ф(х, у)(1 + х + у)- 1 < оо. 
JR:t 
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Выделим в пространстве Х открытые шары радиуса с > О: 

Хе = { Ф Е Х : 11 Ф llx < с}, 

которые в дальнейшем будут использоваться при изучении вопросов, 

связанных с устойчивостью решения задачи Коши для уравнения ко

агуляции. Отметим, что ядра, принадлежащие шару Хе, во введении 

выделялись условиями (А). 
Наряду с нормированной структурой на пространстве Х рассмот

рим метрическую структуру, определяющую топологию равномер

ной сходимости на компактах, принадлежащих JR!, которую введем 
следующей метрикой: 

00 

r(Ф, Ф) = L qi(Ф - Ф)(l + Qi(Ф - Ф))- 1 , 
i=l 

где полунормы Qi определены соотношениями 

Qi(Ф - Ф) = sup IФ(х, у) - Ф(х, y)I, 
O~x,y~i 

Ф,ФЕХ. 

Метрическая топология на Х, легко видеть, грубее топологии, по

рождаемой нормой 11-llx. Метрика r индуцирует на шарах Хе струк
туру метрического пространства (Хе, r). 

§ 8. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ. 
ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ С ЯДРАМИ Ф Е Х 

Укажем на некоторые важные моменты, связанные с вопросом 

разрешимости задачи Коши для уравнения коагуляции в случае 

неограниченного ядра Ф Е Х. Прежде всего следует подчеркнуть, 

что область определения билинейной формы [., *]Ф с ядром Ф Е Х, 
вообще говоря, уже, чем область определения этой формы с ядра

ми из класса Хо. Нетрудно убедиться, что естественной областью 

определения [., *]Ф при Ф Е Х является множество 

По,1(0) х По,1(0). 

В отличие от случая ограниченных ядер Ф Е Х0 , когда пространства 

По,k(О) инвариантны относительно[., *]Ф, это не имеет места, вообще 
говоря, если Ф Е Х\Х0 . Действительно, предположим, что 

Ф(х, у) = х +у, 
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а функция f Е Пri, 1 (О) удовлетворяет следующим условиям: 

f ~ По,2(0), 
00 

f(x) >О, xEI= U(l+3k,2+3k), 
k=O 

f(x) =О, х Е [О, oo)\J. 

Тогда в точках х, в которых f(x) >О, имеет место соотношение 
х 

j Ф(х - у, y)f(x - y)f(y) dy =О, 
о 

и, следовательно, выполнено неравенство 

l[f,f]Ф(x)I ;>f(x) (х lf(y)dy+ lyf(y)dy) 

Поскольку правая часть этого неравенства - несуммируемая функ

ция на [О, оо) с весом х, то [f, f]Ф ~ По,1 (0). Таким образом, 
при f Е По,1(0), Ф Е Х, для правой части уравнения (1.1 0 ), (1.8) 
не имеет места, вообще говоря, важное с физической точки зрения 

соотношение (7.22), определяющее закон сохранения массы частиц 
в коагулирующей системе. В случае ядер Ф Е Х справедливы 

следующие свойства билинейного отображения[., *]Ф: 

Ф: По,k(О) х По,k(О)-+ По,k-1(0), k;;::: 1; 

[., *]Ф : ЩО) х ЩО) -+ ЩО). 
(7.24) 

Важным следствием этих свойств является то, что для формы[., *]Ф 
выполняется соотношение (7.7) при любой функции f Е По,2(0) 
и произвольном ядре Ф Е Х; поэтому естественно пытаться стро

ить решение уравнения (1.lo), (1.8) в классе По,2(Т), поскольку 
для решений уравнения коагуляции, принадлежащих этому классу, 

непременно выполняется закон сохранения (7.22). 
В связи с сужением области определения правой части уравнения 

коагуляции, возникшим из-за расширения класса рассматриваемых 

ядер до класса Х, следует дать новое определение решения задачи 

Коши (7.2). 

Определение 7.2. Под решением задачи Коши (7.2) с ядром Ф Е Х 
будем понимать функцию f Е По, 1 (Т), непрерывно дифференцируе
мую по t, О:( t :( Т, обращающую уравнение (1.10 ), (1.8) в тождество 
на полосе Пт и совпадающую при t =О с начальной функцией fo. 
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Подчеркнем, что для доказательства разрешимости задачи Коши 

(7.2) с ядром Ф Е Х\Х0 , т. е. с неограниченным ядром, методы, 

применявшиеся в работах [245-250], а также в предыдущей главе, 
не пригодны, так как они существенно опираются на инвариантность 

классов По,k(О) относительно отображения [., *]Ф, что в нашем слу
чае, как указано выше, не имеет места. В связи с этим возникают осо

бые трудности при рассмотрении вопросов как существования, так 

и единственности решения, которые доказываются иными методами, 

основанными на аппроксимации исходной задачи с неограниченным 

ядром Ф Е Х последовательностью задач с ограниченными ядрами 

Фп Е Xt, изученными в § 1-6 данной главы. 
Сформулируем основную теорему настоящей главы. 

Теорема 7.2. Пусть ядро Ф принадлежит классу Х, а начальная 
функция f 0 принадлежит одному из следующих классов: 

а) fo Е Пt,k(O), k ~ 2; 
6) fo Е п+(о). 
Тогда соответственно задача Коши (7.2) в полосе Пт имеет 
а) ПО крайней мере, ОДНО решение ИЗ класса Пri,k(T), k;;::;, 2; 
6) решение из класса п+(т), причем это решение единственное 

в классе П(Т). 

Прежде чем доказывать эту теорему, необходимо сделать неко

торые построения и доказать ряд предварительных утверждений. 

Отметим, что ниже мы пополним класс ядер, для которых доказана 

разрешимость задачи Коши (7.2), ядрами, имеющими особенности 
на осях координат в пространстве IRt. Одним из таких ядер является 
ядро броуновской коагуляции 

Ф(х, у)= [(xl/3 + ylf3)(x-lf3 + у-1/3)]3, х, у> О. 

§ 9. АППРОКСИМАЦИЯ ЗАДАЧИ С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ЯДРОМ. 
ОЦЕНКИ НОРМ РЕШЕНИЙ АППРОКСИМИРУЮЩИХ ЗАДАЧ 

Для ядра Ф, принадлежащего классу Х, построим последователь-

ность ядер 

таких, что Фп Е Xt при каждом номере п (п ~ 1) и на квадратах 
О ~ х, у ~ п выполняются соотношения 

Фп(х, у)= Ф(х, у). 
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Легко проверить, что указанными свойствами обладает, например, 

следующая последовательность ядер: 

{
Ф(х,у), 

Ф(х,п), 
Фп(х, у) = Ф(п, у), 

Ф(п,п), 

о~ х,у ~ п, 

о~ х ~ п, 

п ~ х < оо, 
п ~ х,у ~ оо, 

п ~у< оо, 

о~ у~ п, 

п ~ 1. 

(7.25) 

С последовательностью ядер { Фп};:с'= 1 связана последователь
ность функций {fп};:с'= 1 , являющихся решениями следующих задач 
Коши для уравнений коагуляции: 

{ 

дfп(х,t) = [f f] дt n, n Фп, (x,t) Е Пт, 

fn(x, О) = fo(x), п ~ 1. 
(7.26) 

Здесь и в дальнейшем предполагается, что начальная функция fo 
принадлежит одному из классов Пci,k(O) (k ~О), f!+(o). 

Получим оценки норм решений задачи Коши (7.26). 

Лемма 7.6. Пусть начальная функция fo принадлежит одному из 
следующих классов: 

а) fo Е Пci,k(O), k ~О; 
6) fo Е n+(o). 
Тогда для построенной последовательности функций можно ука

зать такие константы О~ М(Т) < оо, Л(Т) >О, что соответственно 
каждому из рассмотренных случаев выполняются неравенства 

а) llfnll~TJ ~ М(Т), п ~ 1; 

6) llfпlli~~) ~ М(Т), п ~ 1. 

О Поскольку рассматриваемые нормы связаны с моментами функ

ций f n, то сначала получим равномерные оценки моментов этих 

функций. Воспользовавшись соотношениями (1.4) для решений fn 
задачи Коши (7.26), получаем, что при t ~ О выполняются тождества 

00 

d ! k dt Х f n(x, t) dt = 
о 

00 00 

= ~ J J ((х + y)k - xk - уk)Фп(х, у)fп(х, t)fп(Y, t) dxdy, 
(7.27) 

о о 

п ~ 1, k ~О. 
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Обозначим моменты 

00 k 

ak,n(t) = / ~! f п(х, t) dx. 
о 

Ясно, что функции ak,n(t) ~О при О~ t ~ Т. Из соотношений (7.27) 
следует справедливость следующих неравенств и тождеств: 

00 

ao,n(t) ~ u~o) = / fo(x) dx, t ~О, п ~ 1; 

о 

00 

ai,п(t) = ai0
) = / xfo(x) dx, t ~О, п ~ 1. 

о 

(7.28) 

(7.29) 

Поскольку ядра {Фп}~=l' определенные соотношениями (7.25), при
надлежат некоторому шару Хе, с > О, из пространства Х, то 

при каждом номере п ~ 1 выполняется оценка 

Фп(х,у)~с(l+х+у), (x,y)EllЧ, с>О, (7.30) 

где число с не зависит от номера п. 

В силу соотношений (7.27) и неравенств (7.30) имеем 

d k-l ( 1 ) 
dtak,n(t) ~с~ (k - i + l)ak-i+l,n(t) + 2ak-i,n(t) ai,n(t) 

при значениях п ~ 1, k ~ 2, причем 

- (О) -/оо xk аk,п(О) - ak - k! fo(x) dx. 
о 

Введем функции ak(t), k ~ 1 как решения следующей задачи: 

:tak(t) =с~ ((k - i + l)ak-н1(t) + ~ak-i(t)) ai(t), 

(t) - (О) ai = а1 , 

ak(O) = ai0 ), О ~ t ~ Т, k ~ 2. 

Очевидно, что выполняются оценки 
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при n, k ~ 1. Поскольку функции f п неотрицательные и выполня
ются соотношения (7.28), то 

k k 

llJ п116~2 = sup L i! IJ"n,i(t) ~ а~О) + L i! ai(T) = М(Т). 
O:(t:(T i=O i=l 

Отметим, что в последнем неравенстве сумму по i в правой части 
следует отбросить при k = О. Таким образом, в случае а) лемма 

доказана. 

Перейдем к случаю, когда fo Е n+(o). Построим производящую 
функцию для ak ( t) в виде формального ряда 

00 

а(,\, t) = L ,\kak(t). (7.31) 
k=l 

Вопрос о сходимости ряда (7.31) свяжем с изучением области суще
ствования аналитического по (Л, t) в окрестности точки (Л, t) = (О, О) 
решения следующей задачи Коши: 

(7.32) 

где начальная функция определяется интегралом от fo 
00 

а<0)(.Л) = j (ехр(Лх) - l)fo(x) dx. 

о 

Очевидно, что функция а<0)(Л) аналитична в круге IЛI < Ло, так как 
ввиду условия б) функция fo принадлежит классу nt

0 
(О) при неко

тором ,\0 > О. Непосредственно изучая задачу Коши (7.32), можно 
получить следующую неявную формулу для ее решения а: 

а= exp(-cai
0
)t)a(o) ( ,\ + 2 ln ( 1 + 2~0) ( exp(cai

0
)t) - 1))) х 

х { 1 - ~о) ( 1 - ~хр( -cai
0)t)) х 

2а1 

х а<0) ( Н 21n ( 1+ 2~о) ( exp(wi
0
)t) - 1))) }-' (7.33) 

Покажем, что для любого круга 

Ит = { t: iti ~ Т, Т > О} 
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можно указать такой круг 

л = {Л: IЛI < Л, л >О}, 

что в поликруге Л х Ит существует аналитическое по Л, t решение 
неявного относительно а уравнения (7.33), причем это решение 
является решением задачи (7.32). Рассмотрим функцию 

R(a,Л,t) = 

=а - exp(-cai0)t)a(o) ( Л + 2 ln ( 1 + 2~0) (exp(cai0)t) - 1))) х 

{ 
1 (О) ) х 1-----то)(1-ехр(-са1 t) х 

2а1 

х u<0J ( >.+ 2ln ( 1+ 2~0) (exp(cu\0Jt) -1))) }-'. 
которая определена на каждом круге Ит по переменной t при доста
точно малых по абсолютной величине Ли а. Действительно, так как 

функция а<0)(Л) голоморфна в окрестности точки Л = О, причем 
u(O) (О) = О, то для любого круга Ит можно указать достаточно 
малую окрестность точки (Л =О, а= О) 

Ат х L = {(Л,и): IЛI < Л, lиl <а, Л >о, а> о} 
т 

такую, что функция R является аналитической в поликруге 

L:хАт х Ит, 
т 

причем 

R(O,O, t) =О, t Е Ит. (7.34) 

В точках (О, О, t), t Е Ит, выполняется также соотношение 

д (О) 
да R(O, О, t) = ехр(-са1 t)-=/:- О. 

Следовательно, по теореме о неявной функции [180J в окрестности 
каждой точки (О, t 0 ) Е Лт х Ит существует единственное аналитиче
ское решение уравнения (7.33)-функция aCto) (Л, t), удовлетворяю-
щая условию 

aCto)(O,to) =О. 

Таким образом, возникает семейство открытых кругов Л (to) х U(to) 

с центром в точках (Л, t) = (О, t0 ), в каждом из которых уравне
ние (7.33) обладает аналитическим решением aCto). Отметим, что 
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в силу соотношения (7.34) построенные функции O"(to) необходимо 
должны удовлетворять тождествам 

i7(to)(O,t) =О, t Е U(to), to Е Ит. (7.35) 

Система открытых кругов uCto) (to Е Ит) образует покрытие за
мкнутого круга Ит. Выберем из указанного покрытия конечное 

подпокрытие uCt1 ), uCt2 ), ••• , UCtп). Положим 

л = nn л(t,) 
i=l . 

Итак, в каждом поликруге Л х U(t,) существует единственное ана
литическое по (Л, t) решение уравнения (7.33) O"(t,), которое удовле
творяет соотношению (7.35). Поскольку система кругов 

покрывает Ит, ТО для каждого круга u(t,) можно указать круг uCtj)' 
i =/= j, такой, что 

Фиксируем произвольную точку 

f Е uсц n uCtjJ. 

В силу соотношений (7.35) выполняется равенство 

(7.36) 

Ввиду аналитичности функций O"(t,) и O"(tj) на 

и локальной единственности решения уравнения (7.33) соотноше
ние (7.36) обеспечивает совпадение функций O"(t,) и O"(tj) на ука
занном множестве, т. е. существует аналитическое продолжение a(t,) 

и aCtj) на область Л х (U(t,) U uCtjJ). Воспользовавшись связностью 
покрытия 

получаем, что существует аналитическое продолжение функций 

O"(t,), aCt2 ), ••• , aCtn) на Л х Ит; построенное аналитическое продол
жение обозначим О". Таким образом, доказано существование анали

тического на Л х Ит решения уравнения (7.33), удовлетворяющего 
соотношению 

i7(0, t) =О, t Е Ит. 

Последнее тождество обеспечивает единственность такого решения. 
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Подставляя (7.33) в уравнение (7.32), убеждаемся, что построен
ная функция(] является решением задачи Коши (7.32). Коэффици
енты разложения функции (] в ряд Тейлора по степеням >. совпа
дают с коэффициентами формального ряда (7.31). Следовательно, 
ряд (7.31) сходится в некоторой области (IЛI ~ 5., О~ t ~ Т), 5. > О, 
а так как функция (] ограничена на указанном множестве, то имеет 
место оценка 

00 

L ).k(Jk(t) ~ М1 < 00 

k=l 

равномерно относительно О ~ t ~ Т. Эта оценка обеспечивает 

выполнение следующих неравенств: 

00 

L ).k(Jk,n(t) ~ М1, n ~ 1, 
k=l 

равномерно относительно О ~ t ~ Т. Воспользовавшись теоремой 
Б. Леви [94], получаем, что 

00 00 

L ).k(Jk,n(t) = f [ехр (5.х) - 1Jf п(x, t) dx ~ М1, 
k=l о 

О~ t ~ Т, п ~ 1. 

Ввиду неравенства (7.28) имеем 

00 f ехр(5.х)fп(х, t) dx ~ М1 + No = М(Т), 
о 

о~ t ~ т, п ~ 1, 

и окончательно 

(Т) ( ) llfпllx ~ М Т < оо, п ~ 1. 

Лемма доказана. • 
Отметим два важных неравенства, вытекающих из леммы 7.6 в 

случае, когда начальная функция fo Е Псi,2 (0): 
оо (О) f fп(х, t) dx ~ (]~ , 

00 

! 2(]2(Т) 
хfп(х, t) dx ~--а-' 

(7.37) 
а а 

О ~ t ~ Т, а > О, п ~ 1. 
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§ 10. КОМПАКТНОСТЬ СЕМЕЙСТВА АППРОКСИМАЦИЙ 
В ПРОСТРАНСТВЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ФУНКЦИЙ 

В этом разделе рассматривается вопрос о компактности семейства 

решений {f п};::"= 1 задачи Коши (7.26) с ограниченными ядрами Фп, 
которые, согласно соотношениям (7.25), аппроксимируют неограни
ченное ядро Ф Е Х. 

Обозначим 

Пт(Х) = {(х, t): О~ х ~ Х, О~ t ~ Т, Х, Т ~О}. 

Лемма 7.7. Пусть начальная функция fo принадлежит простран
ству Псi,2 (0). Тогда последовательность {fп};::"= 1 решений задачи 
Коши (7.26) с ядрами, определенными соотношениями (7.25), ком
пактна в пространстве непрерывных функций С на каждом прямо

угольнике Пт(Х), где Х, Т >О. 

О Сначала покажем равномерную ограниченность последовательно

сти {fп};::"= 1 на прямоугольнике Пт(Х), который считается фикси
рованным при всех последующих рассуждениях. Воспользовавшись 

неотрицательностьюрешений fп задачи Коши (7.26), получаем нера
венство 

t х 

fп(x,t)~fo(x)+~j J Фn(x-y,y)fп(x-y,s)fп(Y,S)dyds (7.38) 

о о 

при (х, t) Е Пт(Х), п ~ 1. Примем обозначения: 

Lo = sup fo(x), 
о,;;;х,;;;Х 

Ln(t) = sup f п(Х, t), О~ t ~ T,n ~ 1. 
о,;;;х,;;;Х 

В этих обозначениях неравенство (7.38), усиленное за счет того, что 
ядра Фп удовлетворяют соотношению (7.30) при всех номерах п;;;:::: 1, 
приобретает вид 

t 

Ln(t) ~ Lo +к} Ln(s)ds, О~ t ~ Т, п;;;:::: 1, 

о 

где К = (1/2)саа0) (1 + Х). Пользуясь леммой Гронуолла [172J, 
получаем оценку 

Ln(t) ~ Loexp(KT) = М, О~ t ~ Т, п;;;:::: 1. (7.39) 

Поскольку число М не зависит от номера п ;;;:::: 1, то последователь
ность {fп};::"= 1 равномерно ограничена на прямоугольнике Пт(Х). 
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Далее покажем равностепенную непрерывность последователь

ности решений задачи Коши (7.26) {! n}~=l ПО t. Предположим, что 
О ( t ~ t' ( Т. Непосредственно из соотношения (7.26) следует 
оценка 

t' 

lfп(X, t') - fп(Х, t)j ::( f l(fщ fп]Ф,.1 ds, О::( t ~ Т, n ~ 1. 

t 

Воспользовавшись соотношениями (7.28), (7.29), получаем 

следовательно, 

sup lfп(x, t') - fп(х, t)i ~ M1lt' - t\, п ~ 1. (7.40) 
О~х~Х 

Отсюда вытекает равностепенная непрерывность {fп}~=l по t. 
Теперь установим равностепенную непрерывность последова

тельности {fп}~=l по х, О ~ х ( Х. Отметим, что выполнено 
неравенство 

\fп(х', t) - fп(х, t)\ ~ \fo(x') - fo(x)\ + 
t х' 

+ f ds{ ~ f Фп(Х1 
- у, у)fп(х' - у, s)fп(y, s) dy + 

о х 

х 

+ ~ f \Фп(х' - у, у) - Ф(х - у, y)lfп(x - у, s)fn(Y, s) dy + 
о 

х 

+ ~ J Фп(Х1 
- у, Y)lf п(х' - у, s) - f п(х - у, s)lf п(У, s) dy + 

о 

00 

+ lfп(x',s) - fп(x,s)i f Фп(х', у)fп(у, s) dy + 
о 

00 

+ fп(х, s) J (Фп(х', у) - Фп(х, Y)lfп(y, s) dy }· (7.41) 

о 

Здесь предполагается, что О~ х ::( х' ~ Х. Последовательность ядер 
{Фп}~=l' определенная соотношениями (7.25), равностепенно непре
рывна на любом прямоугольнике [О, Х] х [О, а], а > О. Фиксируем 
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произвольное с:> О. Пусть а= с:- 1 . Выберем О< б(с:) <с: так, чтобы 
были выполнены неравенства 

sup \fo(x') - fo(x)\ <с:, 
lx'-xl<б, 
О~х,х'~Х 

sup \Фп(х',у) - Фп(х,у)\ <с: 
lx'-xl<б, 
О~х,х':::;;х 

(7.42) 

равномерно относительно п ~ 1 и О ~ у ::;;; а. Воспользовавшись 

оценками (7.28), (7.37), получаем 

00 

/ \Фп(х', у) - Фп(х, Y)lfп(Y, t) dy = 
о 

а 

= / !Фп(х', У) - Фп(Х, Y)lfn(y, t) dy + 
о (7.43) 
00 

+ / \Фп(х',у)- Фn(x,y)lfп(Y,t)dy ~ 
а 

где константа М2 ~о зависит только от с, а6°)' (]'~О)' а2(Т), х, т. 
Обозначим 

Wn(t, с:)= sup /fп(х', t) - fп(х, t)/ 
lx'-xl<б(e), 
О~х,х'~Х 

- модуль непрерывности функции f n по х на прямоугольнике 

Пт(Х). Усиливая неравенство (7.41) при помощи соотношений (7.42), 
(7.43), получаем 

t 

Wn(t, с:) ~ К1с: + К2 / wn(s, с:) ds, О~ t ~ Т, п ~ 1, 

о 

где константы К1 ~ О и К2 ~ О зависят только от с, М, Х, Т, 

аьо), и~о), а2(Т). Применением леммы Гронуолла [172] устанавливаем 
справедливость следующего неравенства: 
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Константа М3 от номера п;;::: 1 и е >О не зависит. Итак, окончатель-
но имеем 

sup lfп(x', t) - fп(х, t)I ~ Ме 
о,,,;;t,,,;;т 

(7.44) 

при lx' - xl < 8(е) равномерно относительно п, п ;;::: 1. Из оценок 
(7.40), (7.40), (7.44) и теоремы Арцела [94} следует утверждение 
леммы. Лемма доказана. 8 

§ 11. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО РАЗРЕШИМОСТИ ЗАДАЧИ КОШИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КОАГУЛЯЦИИ С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ЯДРОМ 

Лемма 7.8. Пусть выполнены условия теоремы 7.2. Тогда задача 
Коши (7.2) в полосе Пт имеет решение f, 

а) принадлежащее классу Псi k(T), k ;;::: 2, если начальная функ-
ция fo Е Пcik(O), k;;::: 2; , 

6) принадлеж~щее классу п+(т), если начальная функция 
fo Е п+(о). 

О Рассмотрим последовательность прямоугольников 

П(i) = Пт(i), где i = 1, 2, .... 

В силу леммы 7.7 последовательность {fn}~=l решений задачи Ко
ши (7.26), соответствующая последовательности ограниченных ядер 
{Фп}~=l (7.25), компактна в С на каждом прямоугольнике П(i), 
i;;::: 1. Выберем из последовательности {fп}~=l подпоследователь
ность {! n(l) }k"=1 , равномерно сходящуюся на прямоугольнике П(l). 

k 

Из {/ n(l) }k::1 выберем подпоследовательность {! п<2J }k::1 , равномер-
" k 

НО СХОДЯщуЮСЯ На прямоуГОЛЬНИКе П(2), ИЗ {j n (i)} k::i выберем ПОД
k 

последовательность {! п<н1) }k::1 , равномерно сходящуюся на пря
k 

моугольнике П(i+l), и т. д. Очевидно, что диагональная последова-
тельность {fn(k) }k::1 равномерно сходится на каждом прямоуголь

k 

пике П(i), i;;::: 1 к некоторой функции f. Ввиду того, что функции 
J(k) def f (k) непрерывные и неотрицательные, этими свойствами 

nk 

обладает функция f. По лемме 7.6 все функции J(i) принадлежат 
классу Пt,k(T), k ;;::: 2, если fo Е Пci,k(T), k ;;::: 2, либо J(i) Е n+(T), 
если fo Е п+(о). Воспользовавшись оценками из леммы 7.6 и леммой 
Фату [94], получаем, что 

f Е Пl,k(T), k;;::: 2, если fo Е Пl,k(O), k;;::: 2, 

либо f Е п+(Т), если fo Е n+(o), 
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причем для функции f в силу соотношений (7.37) выполнены следу
ющие неравенства: 

оо (О) 

! а1 
f(x, t) dx ~ ---;--' 

00 

! 2а2(Т) 
xf (х, t) dx ~ --а-' 

(7.45) 
а а 

О~ t ~ Т, а> О. 

Поскольку на каждом прямоугольнике П(k), k ~ 1 функции 
f(i) равномерно сходятся к функции f и выполнены неравен
ства (7.37), (7.45), то 

00 00 f lf(x, t) - f(i)(x, t)ldx, f xlf(x, t) - f(i)(x, t)ldx----> О, 
о о 

i----> оо, 

равномерно относительно О ~ t ~ Т. 
Рассмотрим невязку д(х, t): 

00 

8(х, t) = f(x, t) - f 0 (x) - f [!, !JФ ds. 

о 

(7.46) 

Обозначим ф(i) ядра в последовательности { Фп}~=1 , соответствую
щие функциям JCi), i ~ 1. Очевидно, что 

д(х, t) = f (х, t) - f(i) (х, t) - fot { [f - f(i), f - f(i)]Ф+ 

+2[f - f(i), f(i)]Ф + [f(i), f(i)JФ-Ф(i)} ds. 

Поскольку 

ф(i)(х, у)= Ф(х, у) (О~ х, у~ ni, ni ~ 1), ni----> оо при i----> оо, 

и имеют место соотношения (7.46), то д(х, t) ----> О при i ----> оо, 

( х, t) Е П т, откуда получаем 

t 

f(x,t) = fo(x) + j[f,f]Фds. 
о 

Ввиду того что подынтегральное выражение непрерывно по t, функ
ция f является решением задачи Коши (7.2) для уравнения коа
гуляции с ядром Ф Е Х. Тем самым завершается доказательство 

леммы. • 
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§ 12. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 
И ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ 

С НЕОГРАНИЧЕННЫМ ЯДРОМ 

Докажем одну лемму, на которую существенно опирается доказа

тельство утверждения о единственности решения задачи Коши (7.2) 
в классе П(Т). Метод доказательства предлагаемой леммы аналоги
чен методу, применявшемуся при доказательстве известной леммы 

Хаара [172/. 

Лемма 7.9. Пусть v(Л, t) - непрерывная вещественная функция 

на множестве 

D = {(Л, t): О~ Л ~ Ло, О~ t ~ Т} 

и имеет в этой области непрерывные частные производные v л, 
vлл. Предположим, что v, vл, vлл ~ О на D. Пусть а(Л), (З(Л, t), 
!'(Л, t) - вещественные непрерывные на D функции и имеют там 
непрерывные частные производные ал, fЗл, /'Л· Пусть на множестве 

D выполнены неравенства 

1) а, (3, ')',ал, fЗл, /'Л ~ О; 
t 

2) v(Л,t) ~ а(Л) + /lfЗ(Л,s)vл(Л,s) +l'(Л,s)v(Л,s)]ds; 
о 

t 

3) vл(Л,t) ~ ал(Л) + j :л[(З(Л,s)vл(Л,s) +!'(Л,s)v(Л,s)]ds. 
о 

Обозначим 

со= supa, с1 = sup,8, с2 = sup')'. 
D D D 

Тогда в области R С D 

R = { (Л, t): О~ t ~ Т1 , О~ Л ~ Ло - c1t, Т1 
= min ( ~~, Т)} 

выполнено неравенство 

О Обозначим правую часть неравенства (2) в условии теоремы 
величиной V: 

t 

V(Л, t) = а(Л) + / [(З(Л, s)vл (Л, s) +!'(Л, s)v(Л, s)] ds, (Л, t) Е D. (7.47) 

о 
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Из этого тождества следует справедливость следующих соотноше

ний для функции v: 

{ 
vt(Л, t) = (З(Л, t)vл(l, t) + 'У(Л, t)v(Л, t), 
V(Л, О) = а(Л), (Л, t) Е D. 

Дифференцируя тождество (7.47) по переменной Л, получаем 

t 

Vл(Л, t) = ал(.А) + f :л [(З(Л, s)vл(Л, s) + 'У(Л, s)vл(Л, s)] ds, 
о 

(Л, t) Е D. 

(7.48) 

(7.49) 

В силу условий теоремы 2), 3) и полученных тождеств (7.48), (7.49) 
выполнены неравенства 

О::;;; v(Л, t) ::;;; V(Л, t), 

О::::; vл(Л, t) ::::; Vл(Л, t), 
(Л, t) Е D. (7.50) 

Подставляя (7.50) в соотношение (7.48), получаем неравенство 

{ 
vt(Л, t)::::; (З(Л, t)Vл(Л, t) + 'У(Л, t)Vл(Л, t), 
V(Л, О) = а(Л), (Л, t) Е D, 

из которого окончательно следует 

{ 
vt(Л, t) ::::; с1 Vл(Л, t) + с2 V(Л, t), 
V(Л, О) ::::; со, (Л, t) Е D, 

(7.51) 

причем V, vt, Vл ~О на множестве D. Пусть с'> со, с> О. Положим 

, exp(c2t) - 1 
и(Л, t) =с exp(c2t) +с . 

с2 

Поскольку ил= О, то на множестве D выполняется тождество 

(7.52) 

Покажем, что на множестве R, определенном в условиях леммы, 
имеет место неравенство 

и(Л, t) - V(Л, t) > О, (7.53) 

откуда предельным переходом с' ~ с0 , с ~ О получается 

V(Л, t) ::(со exp(c2t), (Л, t) Е R, 

что в силу соотношений (7.50) дает утверждение леммы. 
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Построение функции и обеспечивает при малых t > О выполнение 
неравенства 

и(Л, t) - V(Л, t) >О. 

Если во множестве R неравенство (7.53) неверное, то можно указать 
точку (Л', t') Е JR, где О < t' ~ Т', такую, что неравенство (7.52) 
остается справедливым в части множества R с условием О < t ~ Т', 
а в точке ( Л', t') будет иметь место равенство. 

Рассмотрим отрезок 

J:_, = ( t' Л' + С1 ( t' - t))' о ~ t ~ t'. 

Он находится, очевидно, во множестве R, причем разность и - V 
в точках отрезка J:., положительная при О ~ t ~ t' и равна нулю 
при t = t'. Следовательно, производная разности и - V вдоль отрезка 
J:., в точке t = t' неположительная. Таким образом, получаем 

д 
Ut-Vt-c1 д>.(u-V)~O, t=t', Л=Л'. 

Из соотношения (7.51) имеем 

так что Ut = с2 V + с при t = t', Л = Л'. А так как выполняется 
тождество ил= О, то 

и поскольку с;> О, получаем 

Vt > с1 Vл + с2 V, t = t', Л = Л'. 

Но это неравенство противоречит неравенству (7.51). 
Следовательно, соотношение (7.53) выполняются всюду на мно

жестве R и, значит, 

v(Л, t) ~со exp(c2t), (Л, t) Е JR. 

Лемма доказана. 8 

Теперь докажем теорему существования и единственности ре

шения задачи Коши для уравнения коагуляции с неограниченным 

ядром Ф Е Х, т. е. теорему 7.2. 

Доказательство теоремы 7 .2 

О Утверждение о существовании решения задачи Коши (7.2) в клас
се Пri,k(T), k ~ 2, когда fo Е Пri,k(O), и в классе п+(т), когда 
fo Е Q+(o), доказано в лемме 7.8. 
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Докажем единственность решения fo Е Q+(т) в классе П(Т). 
Предположим, что существует два различных решения задачи Ко

ши (7.2) f и g, которые лежат в классе П(Т), тогда выполняется 
тождество 

t 

f - 9 = ! [f - g, f + 9]Ф ds. 
о 

Вводя обозначения и= lf - gl, '!/; = lf + gl и воспользовавшись тем, 
что ЯдРО Ф принадлежит шару Хе при некотором с > О, получаем 

из этого тождества следующее неравенство: 

t { х и(х, t) ~ ~ / ds (1 + х) / и(х - у, s)'l/;(y, s) dy+ 

о о 

00 

+и(х,s) Jc1+x+y)'l/;(y,s)dy+ 

о 

+ф(х, ,) 1(1 + х + у)и(у, s) dy}, (х, t) Е Пт. 

(7.54) 

Поскольку функции f, g Е ЩТ), то и'!/; Е Q+(T). Пусть число),> О 
выбрано таким, что 

00 

/ ехр(Лх)и(х, t) dx, 

о 

00 

/ ехр(Лх)'!/;(х, t) dx ~ М < оо 
о 

(7.55) 

равномерно относительно О ~ t ~ Т. Пусть О ~ Л < Л, тогда 

интегрируя неравенство (7.54) с весом ехр(Лх), получаем 

оо toooo 

/ ехр(Лх)и(х, t) dx ~ ~ / / / [ехр(Л(х +у))+ 
о о о о 

+ ехр(Лх) + ехр(Лу)] (1 + х + у)и(х, s)'l/;(y, s) dx dy ds. 

При интегрировании в правой части этого неравенства мы сделали 

перестановку порядка интегрирования, пользуясь теоремой Фуби

ни [94]. Усилим полученное неравенство: 

оо toooo 

J ехр(Лх)и(х, t) dx ~ ~с/// ехр(Л(х +у)] х 
о о о о 

(7.56) 

х (1 + х + у)и(х, s)'l/;(y, s) dx dy ds. 
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Аналогичным образом получим следУющее неравенство: 

оо toooo f xexp(Лx)u(x,t)dx ~~с f f f ехр[Л(х+у)]х 
о о о о 

Обозначим 

х (х + у)(1 + х + у)и(х, s)ф(у, s) dx dy ds. 

00 

И(Л, t) = f ехр(Лх) и(х, t) dx; 
о 

00 

Ф(Л, t) = f ехр(Лх) ф(х, t) dx. 
о 

(7.57) 

Функции И и Ф аналитичны в полуплоскости ~,\ < Л при любом 
фиксированном О ~ t ~ Т. Пусть число Л лежит на вещественной 
оси и удовлетворяет условиям О ~ Л ~ Ло (О < Л0 < .\), тогда оцен
ки (7.55) гарантируют, что для любого целого i (i): 1) справедливы 
неравенства 

sup { :;i И(Л, t), :;i Ф(Л, t)} ~ Mi < оо. 
O~t~T, 
о~>.~>.о 

(7.58) 

Далее, поскольку функции и и ф непрерывны на Пт и выполнены 

оценки (7.55), то по заданному Е: >О можно выбрать б(Е) >О, бi(Е) > 
О, i): 1, такие, что для О~ t, t' ~ Т, i): 1 справедливы соотношения 

sup {IИ(Л, t') - И(Л, t)I, IФ(Л, t') - Ф(Л, t)J} < Е:, 
О~Л~Ло, 
1t-t'l<8 

{l дi дi llдi дi 1} sup дЛi И(Л, t') - дЛi И(Л, t) , дЛi Ф(Л, t') - дЛi Ф(Л, t) < Е:. 
О~Л~Ло, 
lt-t'l<б; 

(7.59) 
В силу оценок (7.58), (7.59) функции И и Ф непрерывны вместе со 
своими частными производными по Л при О~ Л ~ Ло, О~ t ~ Т. Из 
неравенств (7.56), (7.57) следУет, что для О ~ Л ~ Л0 (О< Л0 <А), 
О ~ t ~ Т выполнены сооношения 

t 

И(Л, t) ~~с! {Ф(Л, s)Ил(Л, s) + [Ф(Л, s) + Фл(Л, s)]И(Л, s)} ds, 
о 

t 

з / а Ил(Л, t) ~ 2с дЛ {Ф(Л, s)Ил(Л, s) + [Ф(>., s) + Фл(>., s)]U(>., s)} ds, 
о 
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причем функции И и Ф неотрицательные :вместе со своими частными 

производными по Л в указанной области. Мы находимся в условиях 

применимости леммы 7.9 в области 

1> = {О~ Л ~ Ло, О~ t ~ Т}. 

Обозначим 

3 
с1 =-с supФ, 

2 'D 

3 
с2 =-с sup(Ф + ll!л). 

2 1> 

Тогда в области R, определенной в лемме 7.9, имеем 

И(Л, t)= О. 

Поскольку И(х, t) - непрерывная функция, то и(х, t) = О для 

О~ t ~ т < Т', О~ х < оо, а, значит, И(Л, t) =О в области О~ Л ~ Л0 , 
О~ t ~ т. Применяя эти рассуждения на отрезке времени (т, 2т], 

приходим к тому, что И(х, t) = О при О ~ т ~ 2т, О ~ х < оо и, 
продолжая эту процедуру дальше, заключаем, что И(х, t) О 

на полосе Пт, т. е. f = g на полосе Пт. Теорема доказана. 8 

Следствие 7.1. Из компактности в пространстве непрерывных 

функций последовательности {fn}~=l на любом прямоугольнике 
Пт(Х), О < Х < оо, и единственности построенного решения 
в классе П(Т) следует, что последовательность fn сходится к f 
равномерно на каждом прямоугольнике Пт(Х). 

О Пусть {!п}~=l - последовательность решений задачи Коши (7.26) 
при начальной функции fo Е n+(o). В силу свойств компактности 
этой последовательности, указанных в лемме 7.7, она компактна 
в метрическом пространстве С (Т), которое определено в § 1. Из мето
да построения решения задачи Коши (7.2) в лемме 7.8 следует, что 
все предельные точки последовательности {fn}~=l в пространстве 
С(Т) являются решениями уравнения (1.lo), (1.8), принадлежащи
ми классу п+(Т). Теорема 7.2 гарантирует наличие только одной 
предельной точки у этой последовательности {fп}~=l в метрике 
пространства С(Т). 8 

Замечание 7.1. Вместо последовательности ядер, определенных со
отношениями (7.25), можно было использовать произвольную после
довательность ядер {Фп}~=l из класса X(j, принадлежащих фиксиро
ванному шару { Ф: Ф Е Хе}, при условии что r(Фп, Ф) --->О, п---> оо. 

Использование финитных ядер Фп ---+ Ф, сходящихся в шаре 

Хе, дает возможность построить приближенное решение уравнения 

(1.10), (1.8), обрезая бесконечные пределы интегрирования в правой 
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части этого уравнения. Это вытекает из утверждения следствия 7.1. 
Данное замечание имеет особую ценность для применения вычисли

тельной техники в случая построения приближенного решения урав

нения коагуляции с физически реальными ядРами взаимодействия 

коагулирующих частиц. 

Замечание 7.2. Неограниченность ядра с порядком роста, превос
ходящим линейный, приводит к совершенно необычным по своим 

свойствам решениям уравнения Смолуховского. В частности, эво

люция начального финитного неотрицательного спектра в случае 

мультипликативного ядра Ф(х, у) = ху приводит к несуществованию 
интегральных моментов решения, начиная со второго момента. Это 

влечет за собой такое необычное свойство решения как нарушение 

соотношения сохранения массы. Она начинает монотонно убывать. 

Подробнее эти свойства изложены в нижеследующих разделах этой 

главы. Косвенным свидетельством тому служит простая выкладка, 

приводящая к противоречию с неотрицательностью решения урав

нения Смолуховского, если предположить выполнение соотношения 

сохранения при всех неотрицательных значениях времени. Действи

тельно, предполагая существование неотрицательного решения f Е 

nt 2 (Т) у уравнения (l.lo), (1.8) при t ? О с ядром Ф(х, у) = ху, 
по~учаем, что на этом решении необходимо выполняется следующее 
тождество: 

00 ! f(x, t) dx = а6°) - ~(ai0)) 2 t, 
о 

где коэффициенты в правой части заданы формулами 

00 00 

аьО) = ! fo(x)dx, ai
0

) = J xfo(x) dx. 

о о 

Очевидно, при 
2 (О) 

t>~ 
( aiO) )2 

оно противоречит неотрицательности функции f. Таким образом, 
число Т не может превосходить величины 2а6°) /(ai0J)2. Это означает, 
что решение в классе nt,2 (Т) может существовать лишь локально. 
Подробно данные эффекты разобраны ниже. 

Замечание 7.3. Решение задачи Коши (7.2), построенное в теоре
ме 7.2 с начальной функцией fo Е n(O) (случай б) в формулиров
ке), является локально аналитическим по t в окрестности каждой 

точки t ? О. Это утверждение получается буквальным повторением 

рассуждений леммы 7.7 (применявшейся для ограниченных ядер Ф), 
когда решение задачи Коши ищется в виде формального ряда (7.15) 
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с коэффициентами (7.16). Но для неограниченных ядер Ф Е Х из 
теоремы 7.2 в отличие от леммы 7.4 мажоранта для ряда (7.15) полу
чается уже не на основе оценок (7.18), а за счет построения локально 
аналитического в окрестности точки (>. = О, t = О) решения задачи 
Коши вида (7.32). Коэффициенты тейлоровского разложения при t = 
О ее решения а-(>., t) мажорируют соответствующие коэффициенты 
формального ряда (7.15), что обеспечивает его сходимость в норме 
пространства 

(!1~0» 11-11~0)) 
при некотором положительном >.. Поскольку решение задачи Ко

ши (7.2) в случае б) теоремы 7.2 не покидает множество !1(0) при всех 
t ;;,, О, то приведенное локальное рассуждение для окрестности точки 
t = О распространяется на все неотрицательные значения времени. 
Следует подчеркнуть, что это свойство не имеет места для ядер 

с порядком роста на бесконечности, превосходящим линейный. Пример 

тому дает точное решение задачи Коши (7.2) с ядром Ф(х, у) = ху, 

см. пример 1.2. В случае этого ядра при любой суммируемой неотри
цательной начальной функции f 0 =/= О существует критический момент 

времени tc = (а-2(0))- 1 , когда происходит потеря гладкости решения по 
времени t в точности до класса С1 . Последнее напрямую связано с воз
никновением градиентной катастрофы при t = tc у решения квазили
нейного уравнения хопфовского вида, получающегося из уравнения 

Смолуховского преобразованием Лапласа по массам - вещественного 

аналога уравнения для производящей функции а- в задаче (7.32). 
Отметим, что обоснование локальной аналитичности решения 

удобно проводить в норме 

ll'Pllл def ll'Pll~ ехр(Л), >.>О. 

Локально аналитическое решение задачи Коши для уравнения 

Смолуховского (1.lo), (1.8) с ядром Ф Е Хе мажорируется произво
дящей функцией (125] 

00 

и(>., t) = L uk(>.)tk 
k=O 

с коэффициентами Uk, определяемыми по формулам 

3с ~ d 
ин1(Л) = ~(п + l) L.J d>. (иi(>.)щ(>.)), 

i+j=k 

ио(>.) = llfollл, fo Е !1t
0

, Ло >О. 

k;;,, о, 

По теореме Коши-Ковалевской (101-104] эти формальные соотно
шения определяют локальное аналитическое решение в окрестности 

начала координат для уравнения 

ди ди 
- -3си- =0 
дt д>. 

с начальным условием и(>., О) = и0 (>.). 
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§ 13. ПЕРЕХОД СООТНОШЕНИЯ СОХРАНЕНИЯ 
В СООТНОШЕНИЕ ДИССИПАЦИИ 

До сих пор в настоящей главе исследован класс задач, содержащий 

примеры из кинетической теории коагуляции и теории газов, для ко

торых в каждый момент времени t > О оставалось неизменным зна
чение интеграла(!,µ/ на решении f по мереµ, порожденной соотно
шением сохранения массы для сталкивающихся частиц. Существен

ной чертой, характеризующей операторы столкновений для этих 

задач, является их локальная липшиц-непрерывность в норме 11·11µ, 
связанной с соответствующим законом сохранения, либо регуляри

зуемость задачи. 

Проводимое ниже исследование случая пространственно одно

родной коагуляции, который не вкладывается в результаты предыду

щих глав, позволяет выявить интересное явление, когда соотношение 

сохранения (S, µ/ = О переходит в строгое неравенство (S, µ/ < О, 
выполняющееся при всех моментах времени, больших некоторого 

критического значения tc. Иначе говоря, отмеченное свойство ха
рактеризует оператор столкновений. В критический момент времени 

tc, когда соотношение сохранения переходит в диссипацию, решение 
кинетического уравнения теряет порядок гладкости. 

Дальнейшее содержание главы посвящено исследованию реше

ний двух математических моделей процесса коагуляции. Первая 

модель - это задача Коши для эволюционного уравнения Смолухов

ского 

00 

-f(µ,t) ! Ф(µ,µ1)f(µ1,t)dµ1 t >О, µ~О, 
о 

f(µ, О)= fo(µ) ~О, µ~О, 

где интенсивность столкновений определена формулой 

(7.60) 

Вторая модель связана с процессами коагуляции при наличии 

внешнего источника частиц q(µ) ~ О в предположении стационарно
сти спектра f, что приводит к рассмотрению уравнения 

(7.61) 
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где S - оператор столкновений Смолуховского для непрерывных 

или дискретных масс, q ?;: О - интенсивность появления в коагу

лирующей системе частиц под действием стационарного внешнего 

источника. Когда интенсивность столкновений частиц в этом урав

нении строго положительная, его решения не могут принадлежать 

множеству консервативности Кµ оператора столкновений S, ибо 
S(f) < О для q > О. Ниже доказывается существование таких 
неотрицательных решений при произвольном суммируемом неотри

цательном источнике q. 
В первой модели выбор функции слияния частиц обусловлен 

прежде всего тем, что удается получить ряд формул, полезных 

для анализа рассматриваемого круга явлений. Следует подчеркнуть 

специфику ядра Ф(µ,µ1 ) = µµ 1, состоящую в том, что для него не 
применимы методы, развитые выше в этой главе. Причина в том, что 

функция Ф на бесконечности растет быстрее линейной функции, что 

характерно также для ядра гравитационной коагуляции, имеющем 

огромное значение для физики атмосферы [28]. 
Задача (7.60) с непрерывным, симметричным, неотрицательным 

ядром Ф(µ,µ1), удовлетворяющим условию·роста на бесконечности 

sup Ф(µ, µ1)(1 + µ + µ1)- 1 < оо, 
т:t 

исследована в [36, 37, 48], где установлена ее корректность. 
Вкратце остановимся на особенностях решения задачи (7.60) 

с мультипликативным ядром Ф(µ,µ1 ) = µµ 1 . Коагуляционный 

оператор столкновений обладает µ dµ свойством сохранения и dµ 
свойством диссипации, при этом он непрерывен в норме, связанной 

с соотношением сохранения, на классе неотрицательных функций 

с ограниченным вторым моментом 

Обозначим 

(J' = ! µ 2 f(µ)dµ < 00. 

т:t 

n(t) = J !(µ) dµ, m(t) = J µ!(µ) dµ, 

IRi Ri 
где n(t) -концентрация частиц; m(t) -средняя плотность вещества, 
заключенная в коагулирующих частицах. Для решений уравне

ния (7.60) с ограниченным вторым моментом (J' справедлива следу

ющая связь между функциями n(t), m(t): 

t 
п( t) = п(О) - m 2 (О) '2, t ?:: О, (7.62) 
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при этом 

m(t) = m(O). (7.63) 

Формулы (7.62), (7.63) имеют место до тех пор;-пока--о:с_.,:::_20, ибо 
тогда 

j µS(f) dµ =О (а< оо). 
R;J-

Когда же а= +оо, то справедливо лишь неравенство 

а 

lim / µS(f) dµ <О (!~О, а= +оо), 
а-++оо 

о 

(7.64) 

что означает переход соотношения сохранения (S(f), v) =О, где v = 
µ dµ, в соотношение диссипации 

(S(f), v) <О (!~О, а= +оо), (7.65) 

и, следовательно, функция m(t) в этом случае монотонно убывает. 
Непосредственным интегрированием устанавливается, что за

кон изменения второго момента решения задачи (7.60) с ядром 

Ф(µ, µ 1 ) = µµ 1 подчиняется соотношению 

a(t) = { a(O)[l - ta(0)]-
1

, 

+оо, 

О~ t < а- 1 (0), 

t ~ а- 1 (0). 

Таким образом, величина a(t) конечна только в промежутке 

и, следовательно, только в этом интервале времени выполняется 

соотношение сохранения (7.64). 
Локальная по времени теория задачи Коши (7.60) с ядром коа

гуляции Ф(µ, µ1) = µµ1 для интервала 

def 1 
О ~ t < tc = аСО) 

построена в работе [242]. На этом отрезке времени задача (7.60) 
эквивалентна следующей задаче: 

дf~,t) = S(J), t >о, µ~о, 

f(µ,O) = fo(µ) ~О, µ~О, 

(7.66) 
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где оператор S определен соотношениями 

- 1 !µ 
S(f) = 2 Ф(µ - µl, µl)f(µ - µi, t)f(µ1, t) dµ1 - µf(µ, t)m(O), 

о 

m(O) = j µfo(µ) dµ. 

IR;t" 

Таким образом, при t ;?: tc задачи (7.60) и (7.66) различны. 
Ниже доказывается корректность задачи (7.60) при всех t ;?: tc. 

При этом получены формулы для концентрации n(t) и плотности 
массы m(t), когда t ;?: tc, установлена связь перехода соотношения 
сохранения (7.64) в диссипацию (7.65) с формированием градиентной 
катастрофы на оси р = О у следующего функционала решения: 

F(p,t) = J µexp(-pµ)f(µ,t)dµ, р;?: О, t;?: О. 
IR;t" 

Физическим аспектам упоминавшихся явлений посвящена обширная 

литература [28, 29]. 

§ 14. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА 

Обозначим С. множество непрерывных функций f (µ, t), определен
ных при(µ, t) Е JRi и имеющих при t Е JR+ непрерывный интеграл 

! (1 + µ)[!(µ, t)[dµ, 

IRi 

С.о -множество сужений функций f Е С. на оси t =О. Символами t,+, 
t.t обозначим неотрицательные функции из С, и t.0 соответственно. 

Справедлива следующая теорема о корректности задачи Коши 

(7.60) с мультипликативным ядром Ф(µ, µi) = µµ1. 

Теорема 7.3. Уравнение (7.60) с ядром Ф(µ, µ 1) = µµ 1 имеет един

ственное решение f Е t,+ при любой начальной функции fo Е t,+, 
причем это решение гладкое по t Е JR+. 

Теорема 7.4. Пусть выполнены условия теоремы 7.60. Тогда спра
ведливы соотношения 

t 
n(t) = G(n(t)) - с;(п(t)) 2 , t;?: О, 

m(t) = -Gv(n(t)), t;?: О, 

(7.67) 

(7.68) 
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G(p) = / exp(-pµ)fo(µ) dµ, р ~О, 
IRt 

- вещественное преобразование Лапласа начального спектра f 0 , а 

неотрицательная функция п(t) определяется формулами 

п(t) =о, о~ t ~ tc = с;;;(о); (7.69) 

Gvv(п(t)) = Г1 , t ~ tc. (7.70) 

Замеqание 7.4. Второй момент начального распределения вычисля
ется по формуле 

<7(0) = Gvv(O). 

Поэтому в силу соотношения (7.69) при О о( t < tc теоремы 7.3 
и 7.4 приводят к известным формулам [242]. В этом случае форму
лы (7.67), (7.68) совпадают с формулами (7.62), (7.63). Для t > tc 
происходит непрерывный переход соотношения сохранения плотности 

массы (7.63) в соотношение диссипации (7.68). Поскольку корень 
уравнения (7.70) 7r(t)----> +оо, когда t----> +оо, то 

m(t) ---->О, t----> +оо. 

Характер убывания m(t) существенно зависит от поведения G(p) 
при больших аргументах, т. е. в силу свойств преобразования Лапласа 

для начальной функции f о он определяется спектром малых частиц. 
Если <7(0) = +оо, то диссипация массы начинается мгновенно с крити
ческого момента времени tc =О. 

Замеqание 7.5. Условия теоремы 7.3 можно ослабить, потребовав 
лишь непрерывность неотрицательной функции µf(µ, t) и соответ
ственно непрерывность интеграла 

! µ!(µ, t) dµ, t ? О. 
кt 

Тогда, вообще говоря, концентрация п(t) может быть бесконечной из
за расходимости в нуле интеграла 

J fo(µ) dµ. 

11!.+ 
1 

Плотность массы m(t) определяется формулами (7.68), (7.69), (7.70), 
где функция Gp(p) задана следУющим соотношением: 

Gv(P) = J exp(-pµ)fo(µ)µdµ, р? О. 
JRt 
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Замечание 7.6. Для функционала решения f задачи Коши (7.60) 

F(p, t) = / µ exp(-pµ)f (µ, t) dµ, р? О, t? О, 
R{ 

справедлива следующая неявная формула: 

t 

F = Fo ~ - tF + / m(s) ds), р? О, t? О, (7.71) 

о 

где Fo = -Gp, а значение m(t) находится из соотношений (7.68), 
(7.69), (7.70). Для того, чтобы удовлетворить начальным условиям, 
из множества решений уравнения (7.71) следует выделить функцию, 
стремящуюся к F0 при t ---> +О. 

Замечание 7. 7. Теоремы, аналогичные теоремам 7.3, 7.4, справедли
вы для решения f(µ, t) задачи (7.66). В этом случае функция 

F(p, t) = / µexp(-pµ)f(µ, t) dµ, р? О, t): О 
R{ 

удовлетворяет неявной формуле 

F(p, t) = Fo (Р - tF + F0 (0)t), р? О, t? О, (7.72) 

где Fo = -Gp. Формулы (7.71), (7.72) при О ~ t ~ tc совпадают. 
Плотность массы m(t) в этом случае отыскивается из соотношения 

т(t) = -Gp(7r(t)), t;::: о, (7.73) 

где функция JГ( t) - наибольший неотрицательный корень уравнения 

Fo(П)t + 7Г = F0 (0)t, t? О. 

Очевидно, JГ(t) = О в интервале О ~ t ~ tc. Когда t > tc, выполняется 
неравенство JГ(t) ): 1Г(t). 

Следует подчеркнуть, что уравнение (7.73) имеет на неотрица
тельной части вещественной оси ровно два корня, если t > tc, 
f о =/= О, причем один из них равен нулю, а второй - положительный 

корень JГ(t), которы_й ответвляется от нулевого в критический момент 

времени tc. Эта бифуркация нулевого корня порождает переход со
отношения сохранения массы в ее диссипацию. Таким образом, для 

О ~ t ~ tc решения задач (7.60) и (7.66) совпадают, а в дальнейшем 
они различаются. Решение задачи (7.60) по прошествии критического 
времени tc приводит к меньшим значениям концентрации и плотности 
массы по сравнению с задачей (7.66), так как в силу монотонного убы
вания вещественного преобразования Лапласа для неотрицательной 

функции f о выполнено неравенство 

Fo(П(t))? Fo(П(t)), t > tc. 
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Физическим объяснением этого эффекта служит то, что уравне

ние (7.66) нарядУ со столкновительным оператором коагуляции S 
содержит сток частиц, действующий с интенсивностью 

-µf(µ, t) (m(O) - m(t)]. 

Замечание 7.8. Для решений f уравнения (7.60) и f для уравне
ния (7.66), соответствующих одинаковым начальным данным, спра
ведливы следУющие соотношения: 

J = f, О ( t ( tc, 

J;? J, t > tc. 

Последнее неравенство есть результат действия стока, упомянутого 

в замечании 7.7. 

Пример 7.2. Для наглядного сравнения результатов решения урав
нений (7.60) и (7.66) рассмотрим пример с начальным распределением 
частиц 

fo(µ)=µ- 1 exp(-µ), µ;?О, 

который вкладывается в условия для теоремы 7.3, указанные в заме
чании 7.3. Решим уравнения (7.71), (7.72) с учетом требования при

мыкания решения к начальной функции и аналитически продолжим 

по аргументу р в комплексную плоскость полученные выражения. 

Используя обратное преобразование Лапласа [77], имеем 

f(µ,t)=µ-2Г 112I1(2µГ 1 / 2 )exp[-µ(1+t)], µ, tEJR+, 

для оригинала f(µ, t) решения уравнения (7.72), а для оригинала 
f(µ, t) решения уравнения (7.71) -

µEJR+, O(t(tc, 

µEJR+, t>tc, 

где 11 -функция Бесселя мнимого аргумента. Критический момент 
времени tc определяется равенством tc = 1. Очевидно, f > f, если 
t > tc. Соответствующие формулы для плотности массы имеют вид 

О ( t ( tc = 1, 
t > t 0 , 

m(t) 
О ( t ( tc = 1, 
t > tc. 

Концентрация частиц в обоих случаях равна бесконечности из-за 

расходимости интеграла (по мере dµ) начальной функции fo в окрест
ности точки µ = о. 

Замечание 7.9. Выражение для коагуляционного спектра в примере 
7.2 указывает на то, что начиная с момента времени t 0 решение 

уравнения Смолуховского (1.lo), (1.8) с ядром Ф(х, у) = ху выходит 
на автомодельный режим, а именно 

f(x, t) = t 112'1jJ(8), е = 2xt112
, t;? tc, 

!(}-5673 
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где 

ф(8) = 48-1 I1(8) ехр(-8), (8) >О. 

Следует подчеркнуть, что при t < tc решение не является автомо
дельным, и при этих значениях времени не существует автомодельных 

решений. На приведенном автомодельном решении не выполняется 

соотношение сохранения. Поэтому этот класс автомодельных решений 

следует называть диссипативным. Иные примеры диссипативных ав

томодельных решений приведены в замечании 7.17 для ядер, отыски
ваемых методом обратной задачи. 

Замечание 7.10. Когда t > tc, существует бесконечное множество 
начальных функций с различной плотностью массы m(O), которые 
переходят в заданное решение f при достаточно больших значениях 
времени t > tc. Действительно, по формулам (7.68)-(7.71) прямыми 
вычислениями устанавливаем, что в случае ядра Ф = ху для семейства 
начальных данных 

ti(x) = ехр(-с)/о(х), Е ~О, 

при функции fo, удовлетворяющей условиям теоремы 7.3, решения 
уравнения Смолуховского (1.lo), (1.8) совпадают при достаточно боль
ших t > О. При этом следует использовать следующую формулу, 

которая эквивалентна ( 7. 71): 

F = Fo[p + t(m(t) - F) + 7r(t)], р ~ О, t ~О. 

Неединственность начальных данных, приводящих к значениям 

решения f при t > tc, означает нарушение локальной аналитичности 
решения по времени в точке t = tc, что существенно отличает рас
сматриваемый случай ядра Ф = ху от результатов, полученных в гл. 1, 
2. Решения, построенные в этих главах, являются локально аналити
ческими по времени в окрестности множества t ~ О при достаточно 
быстро спадающих начальных данных при х----> оо. 

Замечание 7.11. Для ядра Ф = ху при начальной функции fo "'сх" 
при х ----> О справедлива формула (36, 37] 

m(t) "'с<5+2<>J/(з+а)Г(2 + а:)г<2+<>)/(з+а) (3 + а:)t(2+а)/(з+а), t----> О. 

В случае когда 

f о = О при О ~ х ~ хо 

и fo "'с(х - хо)" при х----> хо+ О, 

имеет место формула 

m(t) "'хоГ1, t----> оо, а:> -1. 

Асимптотическое поведение решения при t----> оо, х----> оо описыва
ется формулами 

f(x, t) "'А(с, а:)t(5+2а)/(2(з+<>))х-5/2' а:> -2, 
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если f о ,...., сх"' при х --+ О (А( с, а) - положительная постоянная). Если 

же 

f о = О при О :::::; х :::::; хо 

и fo ,...., с(х - хо)"' при х --+ хо +О, 

то 

§ 15. ФОРМУЛЫ ДЛЯ МОМЕНТОВ (ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 7.4) 

Установим справедливость формул (7.68)-(7.73), априори предпо
лагая существование решения уравнения (7.60), указанное в теоре
ме 7.3. Положим r.p = µf, где f Е с:+ является решением уравне
ния (7.60) с ядром коагуляции 

Ф(µ,µ1) = µµ1. 

Очевидно, имеет место тождество 

(7.74) 

где операция * - свертка по переменной µ Е JR+. Тогда вещественное 
преобразование Лапласа 

F(p, t) = J ехр(-рµ)ср(µ, t) dµ, р ~О, t ~О, 
Ri 

удовлетворяет уравнению хопфовского вида [51] 

дF дF 
дt + [F - m] др =О (р > О, t > О), 

m(t) = F(O, t). 
(7. 75) 

В силу свойств преобразования Лапласа и требования f Е с:+ 
функция F(p, t) при р ~ О, t ~ О - непрерывная неотрицательная 

монотонно убывающая по аргументу р Е JR+. Запишем уравнение 
характеристик для уравнения (7.75): 

t 

p(t) = Ро + tFa(Po) - j m(s) ds, Ро >О, t ~О, 
о 

Fo(P) = F(p, О). 

Поскольку m(t) = F(O, t), то координатная ось 

{(p,t):p=O, t~O} 

(7.76) 
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также является характеристикой. Характеристики, выходящие из 

точки р0 >О, пересекаются с другими характеристиками в силу 

свойства убывания начальной функции Fo по аргументу р, причем 
точная нижняя грань моментов времени пересечения определяется 

соотношением -1 
tpo = F6(Po)' Ро ~О, (7.77) 

где tp
0 

- момент времени образования особенности функции F 
на рассматриваемой характеристике. Ввиду того что 

а(О) = -F6(0), 

наименьший момент времени возникновения особенности равен 

(7.78) 

Поле характеристик уравнения (7. 75) в первой четверти плоскости 
(р, t) направлено справа налево из-за неотрицательности функции f. 
Поэтому из требования непрерывности функции F при р ~О, t ~О 
вытекает, что значения F(O, t) определяются значениями начальной 
функции Fo, переносимыми вдоль характеристик, выходящих из 
точек (Ро > О, t = О). Из условия пересечения характеристики, 

выходящей из точки (1Г >О, t =О) с вертикальной характеристикой 
(р =О, t ~О), получаем равенство 

1 + tF6(1Г) =О. (7.79) 

Сравнивая соотношения (7.77), (7.78), (7.79), убеждаемся, что на
чиная с момента времени tc на оси р = О возникает особенность 

функции F, вызванная пересечениями характеристик. Отметим, 
что для любой характеристики формирование особенности на ней 

начинается в момент пересечения с осью р = О, t ~ О, что опреде
ляется формулами (7.77), (7.79). В силу непрерывности функции F 
в окрестности линии р =О, t ~О, имеем 

{ 
F(O, t) = Fo(O), 

Fo(1Г(t)), · 

где 1Г(t)-положительный корень уравнения (7.79). Поскольку функ
ции Fo, -F6 строго монотонно убывают (в предположении, что 
решение f > О), стремясь к нулю при р ---+ +оо, то нетрудно 

установить, что при t > tc для положительной начальной функции 
fo существует единственный положительный корень 1Г(t) ---+ +оо, 
когда t---+ +оо. Этот корень примыкает к нулю при t---+ +О. Итак, 
установлена формула (7.68) для плотности массы m(t). 
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Перейдем теперь к получению формулы для концентрации ча

стиц. Очевидно, 

n(t) = / F(p, t) dp, t;;:: О. (7.80) 

R+ 

На характеристиках (7.76) выполняется тождество 

F(p(t), t) = Fo(Po), Ро >О, t;;:: О. (7.81) 

Заменим в (7.80) функцию F(p, t) ее значением Fo(Po) и выразим 
переменную интегрирования через Ро: 

+оо 

n(t) = / Fo(Po) (1 + F~(Po)) dpo, t;;:: О. 
7r(t) 

Выполняя интегрирование, получаем 

где 

n(t) = G(7r(t)) - c;(7r(t))~, t;;:: О, 

G(p) = j exp(-pµ)fo(µ) dµ, р;;:: О. 
Ri 

Неявная формула (7. 71) из замечания 7.6 устанавливается сочетани
ем тождества (7.81) и уравнения характеристик (7.76). 

Покажем, что особенность функции F, находящаяся на линии 

является градиентной катастрофой, а именно, в этих точках 

что соответствует обращению в бесконечность второго момента ре

шения уравнения (7.60). Дифференцируя (7.68) по переменной р 
в точке р =О, имеем 

дF(p,t) , ())[ '( ( ]-1 др Jp=O = F0 (7r t 1 +tF0 71" t)) , t;;:: о, 

где 7r(t) определяется соотношениями (7.69), (7.70). Таким образом, 

дF~р, t) lp=O = { - a(O)[l - ta(0)]-
1

, 

р -оо, 
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Поскольку ст(t) = -Fp(O, t), то значения второго момента функции f 
с точностью до знака определяются полученной формулой . 

§ 16. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 7.3 • 
В предыдущем разделе получены выражения для функции m( t) при 
условии принадлежности решения задачи (7.60) классу G+. Подчерк
нем, что величина m(t) определяется по формулам (7.68)-(7.70) 
для данного класса решений единственным образом, причем ука

занные формулы являются необходимым условием существования 

такого решения. 

Вместо задачи (7.60) будем рассматривать задачу Коши 
для уравнения (7.74), предполагая, что задана соответствующая 
начальная функция 

<р(О)(µ) = µfo(µ), fo Е Gt. 
Доказательству теоремы 7.3 предпошлем ряд предварительных 

утверждений. 

Лемма 7.10. Последовательность функций {'Рп}~=О' определенная 
формулами 

µ, t Е JR+, 

'Рп+1(µ,О) = <р(о)(µ), <ро =О, n ~О, 
(7.82) 

монотонно возрастает с номером n ~ О при условии, что функция 
m(t) определяется формулами (7.68)-(7.70). 

D Утверждение леммы получим методом математической индук
ции по номеру n ~ О. Корректность задачи (7.82) при каждом 
n ~О устанавливается методом сжимающих отображений, обычным 
для уравнения Вольтерра [94). Поэтому остановимся на вопросе 
монотонности последовательности { 'Рп}~=О· Полагая n = О в (7.82), 
имеем 

д<р1 (µ, t) 
дt =-µ<p1(µ,t)m(t), µ,tEJR+. 

Поскольку <р1(µ,О) ~О, то <p1(µ,t) ~О= <po(µ,t). Таким образом, 
на первом шаге индукции утверждение леммы справедливо. 

Положим теперь, что 

<po(µ,t) ~ <p1(µ,t) ~ ... ~ 'Рп(µ,t), µ,t Е JR+, n >О. 
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Покажем при этих условиях справедливость неравенства 

'Рп(µ, t)::::; 'Рпн(µ, t), µ, t Е JR+. 

Обозначим 

U = 1Рп+1 (µ, t) - 'Рп(µ, t), Z = 'Рп(µ, t) - 'Рп-1 (µ, t). 

Очевидно, 

µ 

+ J µ~<рп(µ - µi, t)z(µ1, t) dµ1 - µи(µ, t)m(t), µ, t Е JR+, 

о 

и(µ, О)~ О. 

По индукционному предположению 1.Рп(µ, t) ~ О, z ~ О. Таким 
образом, справедливо неравенство 

µ 

ди(µ, t) j 
дt ~ µ~<рп(µ - µi, t)u(µ1, t) dµ1 - µи(µ, t)m(t), µ, t Е JR+, 

о 

и(µ, О)~ О. 

Полагая 

имеем µ 

д'lj;(µ, t) ! дt ~ G(µ, µ1, t)'lj;(µ1, t) dµ1, 

о 
(7.83) 

'lj;(µ, О) ~ О, µ, t Е JR+, 

где функция G(µ, µ 1, t) ~ О является непрерывной по совокупности 
аргументов. Покажем, что непрерывная гладкая по t функция 'lj;, 
удовлетворяющая этому неравенству, обязательно неотрицательная, 

что завершит доказательство. 

Рассмотрим непрерывную функцию ф, определенную следующим 
соотношением: 

- µ 
д'lj;(µ, t) ! -

дt = G(µ 1 µ1,t)'lj;(µ1,t)dµ1, if;(µ,O) ~О, 
о 
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которое эквивалентно интегральному уравнению Вольтерра 

t µ 

i/"J(µ, t) = Фr,=о + J J G(µ, µi, т)ф(µ1, т) dµ1dт def А(?,Ь), 
о о 

i/"J(µ, О) ~ О, µ, t Е JR.+. 

Применяя метод последовательных приближений 

'lf/k) = A(?j/k+l)), k Е N, 'lj)O) =О, 

устанавливаем, что 

ф(µ, t) = lim 1/J(k)(µ, t), 
k->oo 

а поскольку 1f;(k) ~ О, то функция ф ~ О. Покажем, что непрерыв
ная функция 1/J, подчиняющаяся неравенству (7.83), удовлетворяет 
неравенству 1f; ~ ф, если ?j;(µ, О) ~ ф(µ, О). Для этого перейдем к ин
тегральной форме неравенства (7.83), полагая 1f;(µ, О) = ф(µ, О) ~О: 

t µ 

1f;(µ, t) ~ 1/J\,=o + / / G(µ, µi, т)1f;(µ1, т) dµ1dт = A('lf;), µ, t Е JR.+. 
о о 

Поскольку оператор А монотонный (A(1f;1) ~ A(1f;2), если 1f;1 ~ 1f;2), 
то в силу последнего неравенства 

1f; ~ Ап(?j;), п Е N. 

Поскольку Aп('lf;) _.., ф при п _.., оо, то справедливо неравенство 
1f; ~ ф, которое доказывает утверждение индукции. Лемма дока
зана. 8 

Лемма 7.11. Пусть Fn(P, t) - вещественное преобразование Лапла

са функции 'Рп, п Е N, определенной в лемме 7.60. Тогда при любом 
номере п Е N имеет место неравенство 

Fп(p,t) ~ F(p,t), p,t Е JR.+, 

где функция F - гладкое решение задачи Коши 

дF~, t) + [F(p, t) - m(t)] дF~~' t) =О, р > О, 

m(t) = F(O, t), 

Ff,=o = / ехр( -рµ )r..p(o) (µ) dµ, р ~ О, 
JR{ 

t >о, 

(7.84) 
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О Построение решения задачи (7.84) методом характеристик рас
смотрено выше в § 2. Поэтому перейдем к установлению справедли
вости неравенства Fп(Р, t) ~ F(p, t), n ?:: О, р, t Е ffi.+. Обозначим 
Лп = F - Fn. Имеет место тождество 

ддп~~ (р, t) + [F(p, t) - m(t)] ддп~~ (р, t) = 

= -д ( t) дFп+1 (р, t) 
пр, др ' р >о, t >о, n ?;: О. 

Поскольку Fo == О, а функция F неотрицательна в силу форму
лы (7.81), то д0 ?:: О. Доказательство проведем индукцией по номеру 

n ?:: О. Если Лп ?:: О, то в силу монотонного убывания функции 

Fn+1 (р, t) по аргументу р Е ffi.+, имеем 

dдn+1(p(t),t) = _ [л ( )дFn+1(p,t)] 
dt пр, t др 

1 (p(t),t) 

;;::: о, 

где р(t)-характеристика (7.76) для уравнения (7.84). Поскольку 
Лпн (р, О) = О, то на каждой характеристике Лпн (р, t) ?;: О, и, 

значит, всюду F ?:: Fпн · Лемма доказана. 8 

Следствие 7.2. Функции {'Рп}~=О> определенные в лемме 7.10, удо
влетворяют неравенству 

00 J 'Pn(µ,t)dµ ~ m(t), t?:: О, n?:: О, (7.85) 

о 

где m(t) = F(O, t). 

Лемма 7.12 (принцип максимума). На каждом отрезке 

О ~ µ ~ а выполняется неравенство 

max 'Рп(µ, t) ~ max <р(О)(µ), n?:: О. 
О~µ~а О~µ~а 

О Фиксируем произвольное значение t > О. Пусть в точке jl, лежа
щей в отрезке О ~ µ ~ а, справедливо соотношение 

'Pn+l (fl, t) = max 'Pn+l (µ, t). 
О~µ~а 

Тогда в указанной точке 

fl 

д'Pп+;t(fl, t) = J µ~<рп(Р, - µi, t)'Рпн(µ~, t) dµ1 - fl'Рпн(Р,, t)m(t) ~ 
о 

""jj [l 'Pn(I' - µ" t)'Pnн(µ" t) dµ, - 'PnH (µ, t)m(t)] . 
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Поскольку операция свертки симметричная, то 

8"'"";;?'' t) ,;;, µ [/ 'Рnн (µ - µ" t )'Pn (µ" t) dµ, - 'Pn+' (µ, t )т( t)] " 

<;, i'<Pnн (µ, t) [/ 'Pn (µ" t) dµ, - т( t)] . 

Учитывая неравенство (7.85) из следствия 7.2, имеем 

8r.pn+l (fl, t) ~ О 
8t "' . 

В силу принципа максимума (теорема 10.14) получаем утверждение 
леммы. Лемма доказана. 8 

Доказательство теоремы 7.3 
О В силу лемм 7.10 и 7.12 последовательность функций {rpn}~=O' 
монотонно возрастая, сходится к пределу r.p(µ, t). Перепишем задачу 
Коши для уравнения (7.74) в интегральной форме: 

!fn+l (µ, t) = rp(O) (µ) +] [! µ1r.pn(µ - µ1, т)!fп+l (µ1, т) dµ1 -
о о 

- µr.pn+1(µ, т)m(т)] dт, µ, t ~О, п ~О. 
Основываясь на теореме Лебега [94] о предельном переходе под 

знаком интеграла, устремим п ----> оо. Таким образом, 

r.p(µ,t) = rp(O)(µ) + 

+ / [/ µ,<р(µ - µ" т)<р(µ" т) - µ<р(µ, т)т(т)] dт dµ" 

µ;t ~о, п ~о. 

У читывая соотношение 

µ µ 

(7.86) 

J µ1r.p(µ-µ1,т)r.p(µ1,т)dµ1 == ~ J r.p(µ-µ1,т)r.p(µ1,т)dµ1, 
о о 

устанавливаем, что построенная функция r.p удовлетворяет инте

гральной форме задачи (7.74). Следовательно, функция f = µ- 1r.p 
является решением задачи (7.60) в интегральной форме. 
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Единственность решения уравнения (7.86) устанавливается ана
логично доказательству единственности для интегрального уравне

ния Вольтерра [94]. 
Отметим, что измеримая ограниченная функция ер, удовлетворя

ющая соотношению (7.86), является непрерывной, если непрерывна 
функция ер< о). Действительно, для модуля непрерывности функции 
ер по аргументу µ 

w(e,t)= sup jep(µ,t)-ep(µi,t)\ 
\µ-µ1\~g 

получаем неравенство 

t 

w(e, t) ~ w(e, О)+ CJ(e) +С f w(e, т) dт, е > О, t ~О, 
о 

с некоторой постоянной С, откуда следует неравенство 

w(e, t) ~ (w(e, О)+ CJ(e)] ехр(СТ), О~ t ~ Т. 

В силу ограниченности функции ер из (7.86) получаем оценку 

sup jep(µ, ti) - ер(µ, t2)\ ~ C1\t1 - t2\, 
µЕ[О,М] 

(7.87) 

(7.88) 

где постоянная С1 зависит от М, Т, sup ер. Сочетая соотноше

ния (7.87), (7.88), убеждаемся в непрерывности функции ер. Таким 
образом, для функции ер справедливо дифференциальное тождество 

8ер(µ, t) 1 
8t = 2µер * ep\(µ,t) - µер(µ, t)m(t), µ, t Е ~+. 

Повторяя рассуждения из § 3 для решения уравнения (7.74), уста
навливаем, что вещественное преобразование Лапласа для функции 

ер, которое задается формулой 

F(p, t) = j ехр(-рµ)ер(µ, t) dµ, р ~О, t ~ О, 
JRt 

удовлетворяет соотношениям (7.76), (7.81). Поскольку F(O, t) опре
деляется значением начальной функции F0 , переносимым вдоль 

характеристики до пересечения с осью р =О, t ~О, то 

F(O, t) = m(t), 
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т. е. справедливо тождество 

00 

/ 'Р(µ, t) dµ = m(t), t ;;::: О. 
о 

Теорема доказана. 8 

§ 17. СТАЦИОНАРНОЕ УРАВНЕНИЕ СМОЛУХОВСКОГО 
С ИСТОЧНИКОМ ЧАСТИЦ 

В связи с рассмотренным выше явлением перехода соотношения со

хранения в соотношение диссипации представляет интерес изучение 

решений стационарной задачи (7.61), которая в случае коагуляции 
непрерывных масс записывается в виде [29] 

µ 

~ ! Ф(µ - µ1, µ1)f(µ - µ1)f (µ1) dµ1-

o 
00 

-!(µ) ! Ф(µ,µ1)f(µ1)dµ1 +q(µ) =О, µ Е JR+, 

о 

(7.89) 

где неотрицательная величина q(µ) определяет интенсивность, с ко
торой частицы массы µ ;;::: О вводятся в коагулирующую систему. 

Отметим, что решения уравнения (7.89) автоматически должны 
удовлетворять требованию 

S(f) = -q <О, 

если q > О, где S - оператор столкновений коагуляции (1.8). Ясно, 
что такие решения не принадлежат множеству консервативности 

оператора столкновений, а лежат во множестве диссипативности 

в силу неотрицательности источника. 

Такого рода задачи возникают при описании роста пор в метал

лах при облучении потоком быстрых нейтронов, которые, выбивая 

атомы из кристаллической решетки, служат причиной возникнове

ния пор. При описании работы реактивных двигателей приходится 

учитывать коагуляцию слипающихся частичек, которые возникают 

в процессе горения топлива, т. е. здесь источником коагулирующих 

· частиц является химическая реакция, протекающая во внешней 
среде. 

В настоящем разделе рассматривается вопрос о построении ре

шения уравнения коагуляции (7.89) в частном случае, когда ядро Ф 
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имеет мультипликативное представление 

Сразу подчеркнем, что в случае мультипликативной функции Ф 

следующая замена независимой переменной 

af 1---t f 
приводит уравнение (7.89) к стандартному виду: 

00 

~(! * !)(µ) - !(µ) ! f(µ1) dµ1 + q(µ) =О, µ Е R+, (7.90) 

о 

где символ * означает свертку. Очевидно, вопрос о построении 
решения интегрального уравнения (7.90) связан с определением 

00 

величины интеграла J f(µ 1) dµ 1. Если функция f удовлетворяет 
о 

уравнению (7.90), то непосредственным интегрированием поµ Е R+ 
получаем 

00 { 00 }1/2 
[ f(µ1) dµ1 = 2 [ q(µ) dµ def Q, 

если считать заданную функцию q ? О суммируемой на R+. Для 
построения решения уравнения (7.90) рассмотрим вспомогательную 
задачу 

1 
2'Р * 'Р - Qtp + q = о, (7.91) 

Лемма 7.13. При любой суммируемой неотрицательной функции 
q =/:-О на R+ решение задачи (7.91) может быть найдено как предел 
в метрике пространства L[o,oo] при п--+ оо монотонно возрастающей 
последовательности функций { 'Pn};;"=0 , где 

'Р = limn_.oo 'Pn, 

'Ро = О, (7.92) 

'Pn+l = Q-l [~'Рп * 'Рп + q] , n? О, 

при условии, что величина Q положительна. 

О В силу неотрицательности q и положительности Q последова
тельность функций { 'Рп} ~=О является монотонно возрастающей, ибо 
для неотрицательных функций 'Р оператор, определенный правой 
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частью соотношения (7.92), монотонно возрастающий. Таким обра
зом, справедливы соотношения 

'Рп ;;::: О, 'Pn Е Lfo,oo], n ? О. 

Обозначим 
00 

Yn = J 'Pn dµ, n ;;::: О. 
о 

Из соотношения (7.92) получаем 

1 -1 [ 2 2] 
Yn+l = 2,Q Yn + Q ' п;;::: о, Уо =О. (7.93) 

Покажем, что при каждом номере п ;;:::: О справедливо неравенство 

Уп:::;; Q. 

Действительно, величина Q > О является единственным корнем 

квадратного уравнения 

у2 - 2Qy + Q2 = о. (7.94) 

Обозначим Zn = Q - Уп и, воспользовавшись равенством 

имеем 

Zn+i = ~Q- 1 zn [Q + Уп], n;;::: О. 
Поскольку Уп? О, Q >О, zo >О, то при каждом номере п? О вели
чины Zn неотрицательны. Следовательно, выполняется неравенство 

Уп ~ Q, n;;:::: О. 

Применяя теорему В. Леви \94] о предельном переходе под знаком 
интеграла, устремляя п ~ оо в соотношении (7.92), получаем 
утверждение леммы. Лемма доказана. • 

Замечание 7.12. В случае Q =О почти везде функция q =О и, значит, 
уравнение (7.91) имеет единственное решение f =О в классе неотри
цательных функций (с точностью до эквивалентности на множестве 

меры нуль). 

Теорема 7 .5. Пусть функция q неотрицательная суммируемая 

на JR.+. Тогда уравнение (7.90) имеет неотрицательное суммируемое 
решение f, являющееся пределом монотонно возрастающих итера
ций (7.92) при Q > О, и решение f = О при Q = О. Это решение 
единственное с точностью до эквивалентности в пространстве L(o,oo]. 
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О Для доказательства достаточно убедиться, что для функции 

r.p = lim 'Pn 
n-->oo 

интеграл на JR+ равен Q. В силу теоремы Б. Леви !94] справедливо 
соотношение 00 00 

lim / i.рп dµ = / t.pdµ. 
n-->oo 

о о 

Следовательно, достаточно установить равенство 

lim Yn = Q, 
n-->oo 

где величины {Уп} определены соотношениями (7.93). Очевидно, 
монотонно возрастающая ограниченная последовательность {Yn} 
имеет предел, который обозначим у. Но этот предел совпадает 

с единственным корнем уравнения (7.94), который равен Q. Значит, 
у = Q и, следовательно, 

00 

/ r.pdµ=Q. 

о 

Итак, решение вспомогательной задачи (7.91) является решением 
задачи (7.90). Единственность решения вытекает из единственности 
решения задачи (7.91). Теорема доказана. 8 

Замечание 7.13. Если в условии теоремы 5.5 дополнительно потре
бовать непрерывность функции q, то таким же свойством обладает 
решение уравнения (7.90). 

Замечание 7.14. Построенное решение уравнения (7.90) является 

пределом при t -+ оо решения следующей задачи Коши: 

µ = 
дf(µ, t) 1 / / дt = 2 f(µ - µi, t)J(µ1, t) dµ1 - f(µ, t) f(µ1, t) dµ1 + q(µ), 

о о 

!(µ,О) = fo(µ) ;;;:, О, t >О, µ;;;:, О, 

где f 0 - произвольная суммируемая неотрицательная функция на мно

жестве lll +. 

Замечание 7.15. Вопрос об устойчивости стационарного решения 
для нестационарной задачи в общем случае не решен. Можно показать, 

что для ядра Ф, равного положительной постоянной, устойчивость 

имеет место. Если порядок роста ядра на бесконечности равен единице, 

т. е. Ф(µ, .) ~ µ приµ -+ оо, то стационарное решение неустойчиво, 

ибо решение нестационарной задачи притягивается к нулю. Тожде

ственный нуль, естественно, не удовлетворяет стационарной задаче 

с ненулевым источником. 
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Замечание 7.16. Если предположить разрешимость (в классическом 
смысле) кинетического уравнения коагуляции при наличии стацио

нарного источника в случае ядер с порядком роста на бесконечности 

большим единицы, то решение задачи Коши с нулевыми начальными 

условиями может быть периодическим по времени, ибо в силу оценок 

из [4] это решение за конечное время обращается в нуль. Однако вопрос 
о классических решениях пространственно однородной задачи Коши 

для уравнения Смолуховского с такими ядрами не изучен. 

Функциональные решения для произвольных неотрицательных 

симметричных ядер построены в целом в гл. 3. 

Замечание 7 .1 7. Решение стационарного уравнения в случае дис-
кретной коагуляции 

[S(f)]i +q; =О 

с неотрицательной функцией q может быть построено для ряда сим
метричных положительных ядер Ф на основе теоремы Брауэра [127] 
о неподвижных точках непрерывных преобразований конечномерного 

симплекса, если рассматривается задача при 1 ~ i ~ N, [45]. 

Действительно, пусть Фi,j = Фj,i > О, qi ~ О, и рассмотрим 

уравнение 

1 i-1 00 

Fн(и) = 2 L Фi-j,jUi-jUj - ui L Фi,jUj + qi, 1 ~ i ~ N. 
j=l j=l 

Гладкое векторное поле Fн на IRн таково, что его i-я компонента 

неотрицательная при ui =О, и Е IR"t, и справедливо неравенство 

tFн ~ -
2

1 
min Фi,j (tиi)

2 

+ tq1. 
. l~i,J~N . 
i=l i=l j=l 

Таким образом, векторное поле Fн направлено внутрь симплекса 

на его границе. Следовательно, по теореме Брауэра существует 
по крайней мере одна точка в Сн, в которой Fн(и) =О. 

В бесконечномерном случае решение не является финитной 

функцией, поскольку наличие свойства сохранения обеспечивает 

для финитных функций равенство 
00 

L i[S(J)]i =о, (7.95) 
j=l 

которое не выполняется на решении задачи с источником. 
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Замечание 7.18. Наличие решений стационарного уравнения Смо
луховского при действии источника обусловлено отсутствием непре

рывности оператора столкновений коагуляции относительно нормы, 

определяемой соотношения сохранения, ибо множество финитных 

функций всюду плотное в этом нормированном пространстве. Но 

равенство (7.95), выполняющееся для финитных функций, не имеет 
места для решений уравнения 

S(f) + q =О 

при положительном q. 

Замечание 7.19. Наличие особенности ядра Ф в окрестностиµ, µ1 =О 
для коагуляции непрерывных масс может обусловить существование 

стационарного положительного решения при нулевом источнике. При

мер такой ситуации дает ядро 

Ф(µ,µ1)=0:(µ)0:(µ1)(µ+µ1)- 3 , µ,µ1>0, о:>О, 

которому соответствует решение 

f(µ)=o:- 1(µ), µ>О, о:>О, 

для уравнения 

S(f) =О. 

(Доказательство этого утверждения приведено в замечании 3.4.) 

Замечание 7.20. Результаты теоремы 7.5 и замечания 7.15 дают воз
можность построения явных решений уравнения Смолуховского (1.lo), 
(1.8), обладающих свойством автомодельности, монотонно убывающих 
по времени. На этих решениях первый момент не сохраняется, а 

монотонно убывает. 

Действительно, рассмотрим решение уравнения Смолуховского 

(1.1 0 ), (1.8) в виде 

f(x, t) = q(x)(t + 1)-1
, х, t ~О, (7.96) 

где q(x) > О при х ~ О и удовлетворяет условиям теоремы 7.5. 
Подставляя равенство (7.96) в соотношения (1.10), (1.8), получаем, 
что функция q необходимо должна удовлетворять уравнению 

[q, Q]Ф + q = 0, Х ~ 0, (7.97) 

где оператор [., .]Ф определен формулой (7.1). При заданном по
ложительном q найдем симметричные неотрицательные ядра Ф, 
для которых (7.97) обращается в тождество, т. е. решаем обратную 
задачу. Рассмотрим ее решение в классе мультипликативных ядер, 

полагая 

Ф(х, у) = а(х)а(у), х, у~ О. (7.98) 
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Обозначим 
f(x) = a(x)q(x), х;;?: О, (7.99) 

и подставим соотношение (7.39) в формулу (7.37), выражая величи
ны а и q в операторе(., .]Ф через неизвестную функцию/. Тем самым 
получаем уравнение 

[!, /]1 + q =о, х;;;:: о, (7.100) 

которое совпадает с уравнением (7.31), исследованным в теореме 7.5. 
Следовательно, для рассматриваемых положительных функций q 
существует единственное положительное решение уравнения (7.40) f 
и, значит, ядро Ф отыскивается по формулам (7.38), (7.39). 

Класс построенных мультипликативных ядер можно расширить 

за счет замечания 7.17, добавляя к мультипликативному ядру функ-
цию 

- 1 
Ф(х, у)= ( ) )( )3 , х, у> О, q х q(y х +у 

поскольку справедливо тождество 

[q,q]Ф =О, х > 0, 

и, соответственно, 

[q,q]Ф+Ф + q = 0, Х > 0. 

Весьма интересной проблемой является проведение прямого мо

делирования стационарных процессов коагуляции, приводящих к та

кому уравнению. 



Глава 8 

СХОДИМОСТЬ ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ 

ДЛЯ УРАВНЕНИЙ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 
И ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Введем следующие обозначения. Пусть S1 с 1Rп - открытая область, 

ограничения на которую будут накладываться по мере надобности. 

Обозначим 

V - пополнение множества W по норме пространства W 0 ~ ( S1); 
Н - пополнение множества W по норме пространства L2 ( S1); 
V - пополнение множества W по норме пространства 
Wi(n)ПLn(Щ. 

Отметим, что в силу теорем вложения Соболева 1157] V = V 
при п ~ 4. Пространство Н снабжено скалярным произведением, 
индуцированным из пространства L2 ( S1). Пространство V - гильбер
тово со скалярным произведением 

п 

((u,v)) = ~)DiuiDiv); 1 = /Г), 11-11 = J([,l}, 
i=l 

пространство V вложено в Н и плотно в нем, причем вложение 
непрерывно. Пусть Н' и V' обозначают пространства, сопряженные 
к Ни V; i-оператор вложения V в Н. Сопряженный оператор i' 
является непрерывным оператором из Н' в V', который взаимно 
однозначен, так как i( v) = V; поэтому Н' может быть отождествлено 
с некоторым плотным подпространством в V'. Отождествляя далее 
по теореме Рисса Н' и Н, приходим к включениям 

Vc Н=Н' с V', 

где каждое пространство плотно в следующем; вложения непре

рывны. В силу указанных отождествлений скалярное произведение 

в L2(П) элементов f Е Ни и Е V, совпадает со значением функциона
ла f на элементе и в силу двойственности между пространствами V 
и V': 

(J,u)=(f,u), VfEH, VuEV. 
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Для любого и Е V форма 

v Е V ----t ((u,v)) Е IR, 

линейна и непрерывна на V; следовательно, существует элемент 
.из V', который обозначим Аи, такой что 

(Au,v) = (u,v). 

Положим 

а(и, v, w) = t J ui(Diщ)wjdx. 
•,1=1 n 

Лемма 8.1. Для произвольной открытой области П форма а три
линейна и непрерывна на V х V х V. Если п ::::;; 4, то а ~ трилинейная 
непрерывная форма на V х V х V. 

Доказательство леммы 8.1 содержится в [157]. Отметим два 
важнейших свойства формы а, которые часто будут использоваться 

в дальнейшем изложении [157]: 
Для любой открытой области П 

а(и, v, v) =О, 

Vu Е V, v Е W 0 ~(П) n Lп(П), 
a(u,v,w) = -a(u,w,v) =О, 

Vu Е V, v, w Е W 0 ~(П) n Lп(П). 

(8.1) 

(8.2) 

Для и,v Е V обозначим B(u,v) элемент из V', определяемый 
равенством 

и положим 

(B(u,v),w) = a(u,v,w), Vw Е V, 

В(и) = В(и, и) Е V', Vu Е V. 

§ 2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ НЕСЖИМАЕМОЙ 
ЖИДКОСТИ. МЕТОД ИСЧЕЗАЮЩЕЙ ВЯЗКОСТИ 

Следуя гл. 2, изложим здесь некоторые аспекты теории функцио
нальных решений уравнений несжимаемой жидкости, которые по

надобятся в дальнейше~ изложении. 

Рассмотрим следующую систему уравнений: 

п п 

Ut + L UiUx, + gradp = V L их,х" (8.3) 
i=l i=l 

div и = О, (8.4) 

и(х, О)= u0 (x), (8.5) 

О < v < vo, х Е IRn, t Е (О, Т), О < Т < оо, 
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которая называется системой уравнений Навье-Стокса. Формально 

полагая в (8.1) v =О, получаем систему уравнений Эйлера. Система 
интегральных уравнений 

J( и) = / ( U'Pt + t UiU'Px; + V t U'Px;x;) dx dt + 
111.n х (О,Т) i=l i=l 

+ j <р(х, O)u0dx =О, 
(8.6) 

/ (и, grad 'Ф)111.n =О, (8.7) 

Rn х (О,Т) 

'т:/<р Е С1 (0, Т; W), '<1-ф Е (!Rп х (О, Т)), <р(х, t) = 0, 

служит для определения обобщенного решения системы уравнений 

(8.3)-(8.5). 
Следуя методам, развитым в гл. 2, обозначим С: векторное про

странство, состоящее из линейных комбинаций вида 

п п 

F<p,<p1,E: = U'Pt + L UiU'Px; +с: L U'Px;x; + и<р1, 
i=l i=l 

'т:/<р Е C 1 (0,T;W), 

<р(х, t) =О, 

'</<р1 Е {D(IRn х (О, Т))}п, 

и Е L2(1Rп х (О, Т)). 

Для каждого F Е С: определим операторы 7Го, 7Г1, 7Г2 формулами 

7Г1(F) = F<p,O,e 7Г2(F) = F<p,o,o, 7Го(F) = 'Р(х,О)и0 . 

Пусть ё,+ = {l}-пространство, алгебраически сопряженное к С:. 
На ё. + зададим топологию а( ё. +, С:) посредством системы полунорм 
{pp(l)}FEt:, где 

pp(l) = ll(F)I, '<ll Е с:+, F Е С:; 

топологическое пространство ё,+, а(С:+, С:) локально выпуклое, хау
сдорфово. 

Рассмотрим вложение L2 (1Rn х (О, Т)) в пространство с;+, 8(ё,+, С:), 
которое определим формулой 

'</и Е L2(1Rп х (О, Т)): и f-t lи ЕЕ+ 

lu(F) def / F о и dx dt. 

Rп х (О,Т) 
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Обозначим L замыкание образа этого вложения пространства 
L2 (1Rn х (О, Т)) в ё+, а(ё+, ё). На L индуцируем топологию а(ё+, ё). 

Аналогичным образом вложим пространство начальных данных 

Н в ёсi, являющееся алгебраическим сопряжением к векторному 

пространству ёо def 7Го ё. При этом на ёсi введена топология а( ё +, ё), 
а вложение осуществляется по формуле 

u0 f-+ zCO) Е ё+ 
ио о, 

l~~)(1Гo(F)) def / 1Го(F) dx. (8.8) 

Замыкание образа вложения пространства Н в E(j, снабженное 
индуцированной топологией а(ё+, ё), обозначим L 0 . Если функция 

является обобщенным решением задачи (8.3)-(8.5), то выполнено 
соотношение 

(8.9) 

Определение 8.1. Элемент l Е L назовем функциональным ре
шением задачи (8.3)-(8.5) с начальным условием u0 Е Н, если 
для любого F Е ё. справедливо равенство 

l(7Г1(F)) + l~~(1Гo(F)) =О. (8.10) 

Определение 8.2. Элемент l Е L назовем функциональным реше
нием задачи (8.3)-(8.5) при v = О, с начальным условием u0 Е Н, 
если для любого F Е ё справедливо равенство 

(8.11) 

В дальнейшем вместо задачи (8.3)-(8.5) ((8.3)-(8.5) при v = О) 
будем рассматривать задачу (8.10) ((8.11) относительно неизвестной 
l Е L). 

Будем говорить, что задан приближенный метод решения зада

чи (8.10) (или (8.11)), обозначаемый АМ, если указан выбор пара
метрического семейства элементов в пространстве L2 (1Rn х (О, Т)): 

а f-+ Ua Е L2(1Rп х (0,Т)),а Е А. 

Приближенный метод АМ назовем регулярным, если выбор 

параметрического семейства { { иа}аЕА сделан на основе решения 
семейства уравнений, заменяющих (8.6), 

Ja(ua) =О, а Е А, 
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и область определения семейства операторов {Ja:(ua:)}a:EA содержит 
множество 

V Е Lz(IRп х (О, Т)), 

плотное в топологии L 2 (1Rn х (О, Т)) во множестве определения 

U(V с И с Lz(IRп х (О, Т))) 

оператора J из уравнения (8.6). Предполагается, что существует 
такая последовательность параметров { an Е А} ~=l' что для каждого 
v Е V справедливо соотношение 

всюду на множестве IRn х (О, Т). Ниже вместо термина «регулярный 
метод» иногда будем пользоваться термином «метод» (там, где 

это не вызовет недоразумений), а указанное семейство { J а: ( Ua:)} а:Е А 
назовем деформацией оператора J. · 

Определение 8.3. Функциональное решение назовем регулярным, 
если оно является пределом последовательности аппроксимаций, 

задаваемых регулярным методом. 

Определение 8.4. Регулярный метод АМ слабо аппроксимирует 
задачу (8.10) ((8.11)), если можно указать последовательность 

иа:" Е Lz(IRn х (0, Т)), n Е N, 

для которой значения невязки 

дп(F) def llиa" (1Г1(2)(F)) + l~~п lt=0(1Гo(F))i + 

+ll~~Jt=o(1Гo(F)) - l~~)I ~О 
стремятся к нулю при каждом F Е С,. При этом соответству

ющие значения операторов J а:п ( v) предполагаются сходящимися 
при п--. оо к значениям оператора J(v), определенного соотноше
ниями (8.6), при любых v Е V. 

Определение 8.5. Метод АМ слабо сходится, если существует схо
дящаяся в L, O"(t,+, t) последовательность lu"n, пределом которой 
является функциональное решение задачи (8.10) ((8.11)). 

Определение 8.6. Метод АМ слабо устойчивый, если 

~~~1 / Ua<pdxdtl < оо, V<p Е {D(IRn Х (О,Т))}п. 
IRп х (О,Т) 

(8.12) 
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Теорема 8.1. Пусть регулярный метод АМ слабо аппроксимирует 
задачу (8.10) ((8.11)) и является слабо устойчивым. Тогда он слабо 
сходится к регулярному функциональному решению задачи (8.10) 
((8.11)). 

Доказательство теоремы 8.1. аналогично доказательству соответ
ствующего утверждения из гл. 2 и потому здесь опускается. 

Замечание 8.1. Пусть l Е L- регулярное функциональное решение 

задачи (8.10) ((8.11)). Тогда существует некоторая функция из про
странства L2(1Rn х (О, Т)) такая, что 

l= / шp1dxdt-f 1Гo(F)dx lfcpE{D(1Rnx(O,T))}n. (8.13) 

II!.nx(O,T) II!.n 

В качестве иллюстрации теории функциональных решений 

для уравнений несжимаемой жидкости, изложенной выше, дока

жем слабую сходимость метода исчезающей вязкости для уравне

ния Эйлера. Заметим, что обоснование данного метода в рамках 

классической теории обобщенных решений и теории мерозначных 

решений [201] наталкивается на значительные трудности. Одновре
менно будет доказано существование глобальных функциональных 

решений уравнения Эйлера. 

Опишем кратко суть метода исчезающей вязкости. Решение за

дачи (8.3)-(8.5) при v = О строится как предел последовательности 
решений задачи (8.3)-(8.5), если v ___, О. 

Предложение 8.1. Пусть для любого v >О решение задачи (8.3)
(8.5) Uv удовлетворяет оценке 

supjи~dxdt < оо, 
v>O 

к 

(8.14) 

на каждом компакте К С 1Rn х (О, Т) (требование локальной ограни
ченности кинетической энерги:И). Тогда метод исчезающей вязкости 
для системы уравнений Эйлера слабо сходится. Существует регуляр

ное функциональное решение задачи (8.3)-(8.5) при v = О. 

О Предварительно заметим, что оценка (8.5) имеет место для ре
шений уравнений Навье-Стокса для любой размерности простран

ственных переменных п [157]. Применяя последовательно к (8.14) 
неравенство Коши-Буняковского и теорему Банаха-Штейнгауза 

10.13, приходим к тому, что выбранный метод слабо устойчив. 
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Запишем выражение для невязки выбранного метода: 

8=1 j [иvtp1/J1 + tUivUv'Pxi1/J] dxdt+ j Uv(O)tp1j;(O)dxl, 
111.nX(O,T) - 111.n 

о 

V1j;(t) Е С00 (0, Т), 1/;(t) =О, Vtp Е С00 (1Rп): div 'Р =О. 
(8.15) 

(Второе слагаемое в правой части (8.15) равно нулю в силу того, что 
начальная функция u0 в задачи Коши (8.3)-(8.5) для любого v > О 
выбирается такой же, что в задаче (8.3)-(8.5) при v = О.) Так как 
и - обобщенное решение задачи (8.3)-(8.5), то имеет место равенство 

j ( utp1/J
1 + t UiU'Pxi 1/1 + l/ t U'Pxixi 1/1) dx dt + 

111.nx(O,T) i=l i=l 

+ j tp1/J(O)u0dx =О, (8.16) 

о 

V1f;(t) Е С00 (0, Т), 1/;(t) =О, 'iftp Е С"ю(1Rп): div 'Р =О. 

Из (8.16) и (8.15) следует, что 

8=1 j l/ t U'Pxixi1/Jdxdt,. 
111.nx(O,T) i=l 

В силу (8.14) 8 __,О при v __,О, и метод слабо аппроксимирует за
дачу (8.11). Из утверждения теоремы 8.1. следует, что предложение 
доказано. • 

§ З. СЛАБАЯ СХОДИМОСТЬ МЕТОДА ГАЛЁРКИНА 
ДЛЯ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ЭЙЛЕРА 

В § 2 содержится доказательство слабой сходимости метода исчеза
ющей вязкости, и тем самым доказано существование функциональ

ных глобальных по времени решений уравнения Эйлера. Данный 

пункт содержит построение такого решения методом Галёркина. 

Отметим, что метод Галёркина позволяет строить в процессе его 

реализации энергетические оценки на решение задачи. 

Пусть tpj, j = 1, ... , оо-полная система функций в пространстве 

о 

W ={и Е С00 (1Rп): divu =О}. 
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Обозначим 
Q = ~п х (О,Т). 

Приближенный метод решения задачи (8.3)-(8.5) при v = О 

определим посредством следующих соотношений для любого т ): 1: 
m 

i=l 

1 [(ит)'\Рk + t, и;"и;;",] dx ~О, k ~ 1, ... , т, 
(8.17) 

где и()' - последовательность элементов из гильбертова простран

ства Н (см. (8.1)) такая, что и()' _, u0 при т _, оо в Н. Очевидно, 
что данный метод является регулярным в силу полноты системы 

базисных функций. 

Слаба.я ycmou"iuвocmъ. "Умножим обе части равенства (8.17) 
на ~k ( t) и просуммируем по k от 1 до m: 

j [сит)'иm + t и;"и~ит] =О. 
Rп i=l 

Проинтегрируем последнее равенство по t от О до s, О< s ~ Т; 
в результате получаем для Vs Е (О, Т]: 

lиm(s)I ~ lu0 1· 

Последнее неравенство, в частности, означает, что выбранный 

метод слабо устойчив. 

Слаба.я аппрокси.маv,и.я. Для любой функции 'Р Е V невязка 

метода записывается следующим образом: 

б=I j [иmtp'l/!'+tиf'um'Pxi'Ф]dxdt+ 
Q(T) i-1 

+ / ит(О),,,Р(О) dхн ·1 ит(о),,,Р(О) dx - / и0"ф(О) dxl. 
Rп IRп Rп 

(8.18) 

о 

Vф(t) Е С00 (0,Т), ф(Т) =О, Vtp Е С00 (~п): divtp =О. 

Так как система функций 'Р j, j = 1, ... , оо, полна в простран
стве W, то 

(8.19) 
k=l 
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где ряд сходится почти всюду в C 2 (JR.n)· Умножим обе части равен
ства (8.17) на 1/J(t) и просуммируем по k от 1 до m; затем вычтем 
полученное из (8.18). В результате проделанных операций получим 
соотношение 

8=1 j [иm (Ч? - f CkЧ'k )1/J' + 
Q(T) k=l 

+ t uf'um ( Ч?хi - ~ CkЧ?kx;) 1/J] dx dt + 

+ 1 um(o) ( 'Р - ~ ck'Pk }ио) dxl + 
(8.20) 

+ 1 ! um(O)Ч?'l/J(O) dx - ! u0Ч?1/J(O) dxl. 

IRn IRn 

Первое слагаемое в (8.20) стремится к нулю при m--> оо в силу 
соотношения (8.19), а второе в силу выбора последовательности и0 . 

Из теории функциональных решений для уравнений несжимаемой 

жидкости следует, что метод слабо сходится. Тем самым доказана 

следующая теорема. 

Теорема 8.2. Пусть задана функция ио Е Н. Тогда существует гло
бальное регулярное функциональное решение задачи (8.22)-(8.24). 

Замечание 8.2. Для построения подобных решений в случае ограни
ченных областей должны быть наложены дополнительные условия пе

риодичности и непротекания на границе области. Например, при п = 2, 
n = JR х [-1, 1] эти условия имеют следующий вид: 

и2(х, у, t)/1YI== =О; и1 (х, -1, t) = и~ (х, 1, t). 

Замечание 8.3. В том случае, когда уравнение (8.3) неоднородное, 
т. е. имеет вид 

п 

Ut + L и;D;и + 'iJ'{! = J(x, t), 
i=l 

решение строится аналогично, но нетрудно показать, что энергетиче

ская оценка имеет вид 

lиm(s)I ~ exp(T)[llJllL2 (Q) + lи0 1], Vs Е (О, Т), 

и поэтому разрешимость устанавливается лишь на конечных проме

жутках времени. 
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§ 4. МЕТОДЫ ГАЛЁРКИНА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ РЕАЛЬНОГО БАЗИСА В СЛУЧАЕ 

РАЗМЕРНОСТИ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 2 И 3 

Пусть 

п = 2, n = [-i; ~7Г] х [-1Г, 1Г]. 
Рассмотрим систему функций { 'Pkm} r.'m=O следующего вида: 

[ 

2k ~ 1 (sin(2k + l)x + 1) · sin((2m + l)y) ] 
'Pkm = l · 

2 
cos((2k + l)x) · (cos(2m + l)y + 1) 

m+l 
Очевидно, функции 'Pkm для любых Vk, т Е N линейно незави

симы, причем 

div 'Pkm =О, 'Pkm \Q =О, \/k, т Е N. 

Обозначим W множество всех линейных комбинаций 'Pkm. 

Пусть V обозначает пространство, получающееся пополнением 
' о ' w ПО норме пространства w§(n). Очевидно, пространство v являет-
ся аналогом пространства V. Таким же образом введем пространство 
Й, являющееся аналогом пространства Н. 

Рассмотрим для заданных функций ио и f такую задачу: 
ио Е Й, f Е L2(0, Т; V'), 

найти функцию и, удовлетворяющую условиям 

и Е L2(0, Т; V), 
d 
dt (и, v) + v((u, v)) + Ь(и, и, v) = (!, v), \/v Е V, 

и(О) = uo. 

(8.21) 

(8.22) 

(8.23) 

Теорема 8.3. Существует регулярное и f1динственное решение зада
чи (8.21)-(8.22). 

Так как п = 2, доказателы:;тво можно провести методом, ана
логичным тем, которые используются в работе [157). Поэтому до
казательство теоремы 8.3 опускается. Описанный базис может быть 
использован и в случае неограниченной области, если ищутся пери

одические по пространственным переменным решения. 

Теперь рассмотрим случай, когда размерность пространственных 

переменных равна 3. Пусть 

n = [ ~7Г; ~7Г] х [-1Г, 1Г] х [-1, 1]. 
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Рассмотрим систему функций {<pkml} (k,m = 0,1,2 ... , l = 
2, 3, 4 ... ) следующего вида: 

[

--( -
1
-(sin(2k + l)x + 1). sin((2m + l)y)(T{(z) - lz1

-
1

) ] 
2k + 1) 

<pkml = 
1 

·cos((2k+l)x)·(cos(2m+l)y+l)(T{(z)-lz1- 1 ) ' 
(2m + 1) 

2 · cos((2k + l)x) · sin((2m + I)y)(T1(z) - z1) 

где Tz(z) = cos(l · аrссоsz)-полиномы Чебышёва. Относительно 
последней системы функций мы можем провести рассуждения, ана

логичные приведенным выше. 

§ 5. СЛАБАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ФУНКЦИЙ 

В гл. 6 доказана теорема о слабой непрерывности произведения 
пары функций, зависящих от двух переменных. Результаты данного 

раздела являются обобщением этого утверждения на случай, когда 

количество переменных больше двух. Некоторую модификацию это

го результата мы впоследствии будем применять в теории разреши

мости стационарных уравнений Навье-Стокса. 

Пусть и - вещественная борелева функция на ~n· Выделим ком

пактные области в ~n соотношением ПС ~n- Для ПС ~n определим 

на соответствующих классах эквивалентных функций следующие 

нормы: 

[ ] 

1/2 

\lи\\о(П) = f 1и\ 2dx , 
n 

xi = (x1, ... ,Xi-1,Xi+1, ... ,Xn), 

ai = inf inf Xj, bi = sup supxj, 
1,;;;з:о;;п n l<j<n !! 

i#j i#j 

\\и\\оо(П) = vraimax·\u\. 
!! 

Символы Diu, i = z, . .. , п, присвоим обобщенным производным 
функции и на IRn по аргументам Xi соответственно. 

Теорема8.4. Пустьприлюбомномереm Е N функцииu:.,, Е L~0с(П) 
обладают обобщенными производными Diu';,, соответственно, при-
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чем для любой области n Е 1R.n выполнено соотношение 

(8.24) 

Предположим, что и;,,--+ ui при т--+ оо слабо в L2(П), VП с 1R.п. 
Тогда произведение 

п п 

Пи~--+ П ui 
i=l i=l 

Утверждение теоремы получается на основе следующей леммы. 

Лемма 8.2. Пусть и;,,, i = 1, ... , n, гладкие финитные функции 
на квадрате 

обращающиеся в нуль на границе дrl. Пусть для и;,, выполняются 
условия теоремы 8.4. Тогда 

п 

Пи~ 
i=l 

сходятся слабо в L2 (П) при т--+ оо к функции 

п 

Пиi, 
i=l 

где ui - слабые пределы в L2 (П) последовательностей функций 
{u~}mEN' 

Доказательства этой леммы и теоремы 8.4 в основном повторяют 
схему доказательства аналогичных утверждений для произведения 

двух функций, рассмотренных в гл. 6. Поэтому детальное доказа
тельство леммы 8.2 и теоре~ы 8.4 мы опускаем. 

§ б. ОДНА ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ 
ДЛЯ СТАЦИОНАРНЫХ УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА (N:::;; 4) 

В этом разделе доказывается существование обобщенных решений 

стационарных уравнений Навье-Стокса с использованием утвер

ждения о слабой непрерывности произведения функций. В рабо

те [157] дана классическая формулировка данной задачи: пусть 
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f Е L2 (r!), требуется найти вектор-функцию и и скалярную функ
цию ер, определенную на n, удовлетворяющую следующим уравне
ниям и граничным условиям: 

п 

v\12и + L щDiu +\!ер= f, х Е П, 
i=l 

div и = 0, х Е r!, 

и= О, х Е дП. 

(8.25) 

(8.26) 

(8.27) 

Определение 8. 7. Функцию и Е V назовем обобщенным решением 
задачи (8.25)-(8.27), если она удовлетворяет следующему соотноше-
нию: 

v(u,v) +Ь(и,и,v) = (f,v), '<Jv Е V. (8.28) 

Теорема 8.5. Пусть !-заданный элемент из н- 1 (П), и область П 
ограничена. Тогда существует по крайней мере одно обобщенное 

решение задачи (8.25)-(8.37). 

О Для любого фиксированного т ;?: 1 определим приближенное 
решение um данной задачи с помощью соотношений 

m 

um = L ~J:'щ, ~f' Е IR, 
i=l (8.29) 

где {wJ}~1 -базис в пространстве V. Умножим обе части ра
венств (8.29) скалярно на ~k' и просуммируем по k от 1 дот: 

v\lumll2 +Ь(um,um,um) = (f,um). 

Откуда в силу (8.1) имеем: 

vllиmll 2 = (f,um) ~ llиmll\\fl\v1 • 

Таким образом, получаем априорную оценку 

Так как пространство V - гильбертово, то существует такая 

функция и Е V и такая последовательность um', т' ---t оо, что 
um' ---t и при m' ---t оо слабо в V. 

В силу неравенства Пуанкаре-Фридрихса имеем 

\um\ ~Со< оо. 

Откуда следует, что um' ---t и при m' ---t оо слабо в L2 (f!). В силу 
теорем вложения Соболева [151] при п = 2 и п = 4 выполняется 
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неравенство 

max [sup \[um[[L4 (1!), l\ul\L4 (!1)] < оо. 
mEN 

Следовательно, для п = 2 и п = 4 

uf' ·и'[' Е L2(Щ, Vm Е N, i,j = 1, ... , п. 

Если п = 3, то опять же в силу теорем вложения имеем 

max [sup [[иm\[Lв(П) [[u[[L6 (!1)] < оо. 
mEN 

Используя неравенство Гёльдера, получаем 

(/ (и;") 2 ( uj) 'dx) '/' ,;; (me<{!:J) )'1' llu:" 11 Lo(n) . llиj 11 L,(n). 

!1 

То есть при условии что область П ограничена, для п = 3 
получаем 

uf' · иj Е L2(Щ, Vm Е N, i,j = z, ... , п. 

По свойству (8.1), 

b(um,wk,um) = Ь (C11m)n- 2 um,wk,um) ~ b(u,wk,u), Vk Е N. 

Предельный переход в линейных членах выполняется стандарт-

ным образом. Теорема доказана. • 

§ 7. УСЛОВНАЯ ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ 
УРАВНЕНИЙ НАВЬЕ-СТОКСА 

Рассматривается следующая задача: найти функцию и Е V n L=(П) 
такую, что 

v(u,v) +b(u,u,v) = (f,v), Vv Е VПL00 (Щ. (8.30) 

Предложение 8.2. Пусть размерность п произвольна, и область П 
ограничена хотя бы в одном направлении. Предположим, что суще

ствует функция и (решение задачи (8.30)) такая, что 

// 

\[и[[L=(П) < С(Щ, (8.31) 

где С(П) - константа Пуанкаре-Фридрихса. Тогда не существует 
других решений данной задачи, для которых выполнена априорная 

оценка (8.31). 
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О Свойства (8.1) и (8.2), очевидно, справедливы для произвольных 
функций и, v, w из пространства V n L00 (П). Обозначим и* решение 
задачи (8.30), удовлетворяющее оценке (8.31). Положим 

'У= \\u*\\Loo(!l)· 

Предположим, что существует еще какое-либо решение этой задачи, 

удовлетворяющее неравенству (8.31). Обозначим это решение и**. 
Положим в соотношении (8.30), записанном для и*, v =и*, 

v(u*,u*) +Ь(и*,и*,и*) =(!,и*), 

откуда, учитывая (8.1), получим 

Пусть и = и* - и**. Тогда функция и удовлетворяет следУющему 

соотношению: 

v(u, v) + Ь (и*, и, v) + Ь(и, и*, v) =О, Vu Е V n L00 (Щ. (8.32) 

Полагая в (8.42) v = и и снова используя (8.1), приходим 
к равенству 

v\\иll 2 = -Ь(и, и*, и). 
Далее, учитывая (8.2), имеем 

Следовательно, 

или 

(v - "( · С(Щ)\\и\1 2 ~О. 

В силу условия предложени:я \\и\\= О. Предложение доказано. 8 

Далее будет рассматриваться вопрос о единственности решений 

следУющей нестационарной задачи: для заданных функций и0 и f 

ио Е Н, f Е L2(0, Т; V') 

найти функцию и, удовлетворяющую условиям 

и Е L2 (О, Т; V n L00 (Щ), 

d 
dt (и, v) + v(u, v) + Ь(и, и, v) = (!, v), Vu Е V n L00 (Щ, 

и(О) = ио. 

(8.33) 

(8.34) 

(8.35) 

Предложение 8.3. Предположим, что существует решение задачи 
(8.33)-(8.35). Тогда оно единственное. 
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О Предположим, что и1 и и2 - два решения задачи (8.33)-(8.35), 
и пусть и= и~ - и2 . Тогда функция и удовлетворяет условиям 

и'+ vAu = -Ви1 + Ви2, 
и(О) =О. 

(8.36) 

(8.37) 

Применим обе части равенства (8.46), 
к функции u(t) при почти всех t: 

как элементы из V', 

d 
dt \u(t)\ 2 + 2v\\u(t)\\2 

= 
(8.38) 

= 2b(u2(t),u2(t),u(t)) - 2b(ui(t),u1(t),u(t)). 

Вследствие (8.1) правая часть этого соотношения равна 

-2b(u(t), u2(t), u(t)). 

Обозначим f' = llи*llLoo(Щ· Далее, используя (8.2), получаем 

1 [ и;(D,u,,)u;dxl С vcai '~Р lи"1 · lи;l · llu;ll С~· lи;l · llu;ll 

Следовательно, 

Подставляя полученное неравенство в (8.38), имеем 

d 1'2 
dtlu(t)\2 + 2vllи(t)i12:::;; 2v\\u(t)\\2 + 2vlи(t)12. 

Следовательно, 

~ { lи(t)1 2 · ехр(;: · t)}:::;; О. 
Используя (8.37), получаем, что \и\= О. Предложение доказано. 8 

§ 8. ЭНЕРГЕТИЧЕСКИЙ МЕJОД ОЦЕНКИ 
УСТОЙЧИВОСТИ ЛАМИНАРНЫХ ТЕЧЕНИЙ 

Рассмотрим двумерное течение несжимаемой жидкости. Следуя ра

боте [113], будем разлагать течение на основное, устойчивость кото
рого подлежит исследованию, и возмущенные течения. Обозначим 

И (у) и Р первую составляющую скорости и давление основного 
течения соответственно. (В дальнейшем будем предполагать, что 
вторая составляющая скорости основного течения равна О.) Анало
гично обозначим и = (и', v') и р' скорость и давление возмущенного 
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течения. Следовательно, компоненты скорости результирующего те

чения будут иметь вид 

u =И +и', 
а давление, соответственно, 

- 1 v = v' 

р= Р+р'. 

(8.39) 

(8.40) 

Устойчивость рассматриваемого движения в основном исследу

ется двумя методами. Первый метод (метод малых колебаний) яв
ляется основным в исследовании устойчивости ламинарных течений 

на сегодняшний день. Мы не будем здесь рассматривать особенности 

данного метода, так как большое количество специальной литерату

ры посвящено использованию его в решении настоящей проблемы 

(см. [113, 181, 243]). При использовании второго (энергетического) 
метода определяется только изменение во времени кинетической 

энергии возмущений. Вопрос об устойчивости решается в зависимо

сти от того, увеличивается или уменьшается энергия возмущенного 

течения с течением времени. В основном этот метод разрабатывался 

Лоренцем [240]. К сожалению, применение этого метода не дало 
значительных результатов. 

Этот раздел содержит некоторые результаты, полученные энер

гетическим методом. Пусть П С R2 - область, ограниченная хотя 

бы в одном направлении. Будем предполагать, что основное тече

ние стационарно. Подставляя равенства (8.39), (8.40) в уравнения 
Навье-Стокса для двумерного нестационарного течения несжима

емой жидкости и оставляя только линейные по отношению и' и v' 
члены, получаем 

, , , dU 1 1 , ( d
2 И ') 

иt + Иих + v dY + РРх + -рРх = V dy2 +Ли , 

1 1 1 1 1 1 
иt + Иvх +-Ру+ -ру = vдv, 

р р 

divи =О. 

Так как основное течение удовлетворяет уравнениям Навье

Стокса, то последняя система уравнений может быть переписана 

в более простой форме: 

' И ' ,dU 1 ' д ' иt + их + v dY + -рРх = v и , 

1 и 1 1 1 д 1 
иt + vx + -Ру = v v , 

р 

(8.41) 

(8.42) 

(8.43) 
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или в векторной форме 

1 (dU ) 1 1 
иt+Иих+v dY'O +РЛр =vЛи, 

divu =О, 

где Ли'= (Ли', Лv'). 

(8.44) 

(8.45) 

Будем рассматривать уравнения (8.44), (8.45) совместно со сле
дующими начальным и граничным условиями: 

и(х, у, О) = u0 (x, у), 

иlan =О, 

где an - граница области n. 
Определение 8.8. Вектор-функция 

и= (u',v') Е L2 (0,T;H) 

(8.46) 

(8.47) 

называется обобщенным по Соболеву-Лерэ решением задачи (8.44)
(8.47), если 

т 

J J [ U'Pt + И исрх - v' ( ~~ , О) ер - vиЛср] dx dt + 
о !1 

+ j u 0cp(x, у, О) dx =О, 
!1 

'</ер Е С00 (0, Т; W): ср(х, у, Т) =О, 

где W = { ф Е C00 (n): divф =О} и Н -замыкание W в простран
стве L2 (Щ. 

Так как уравнение (8.44) линейно, то нетрудно доказать, что 
существует и единственно обобщенное по Соболеву-Лерэ решение 

задачи (8.44)-(8.47). 

Замечание 8.4. Из уравнений (8.41)-(8.43) можно вывести уравнение 
Орра-Зоммерфельда [182]. Оно является основным в методе малых 
колебаний. · 

Далее выведем основное энергетическое неравенство. Для того 

чтобы упростить вывод, проделаем это на основе уравнения (8.44). 
Умножая обе части равенства (8.44) скалярно на и в простран
стве L2 ( rl), получаем 

~: llи(t) llI2(n) = -! v' ~И и' dx dy - vllи(t) 11
2 о , 

t n У W~(n) 
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ll1Plli2cщ = j rp2 dx dy, 
n 

ll1Pll 2
o = J [rp; + rp~) dxdy. 
W~сщ n 

Интегрируя предыдущее равенство по t, имеем 

1 )2 1 02 2iiu(s llL2(!1) ~ 211и llL2(!1) + 
s s 

+m;xl~~IJ flи'jdxdydt-v /11и(t)ll 2o 1 dt, 'VsE(O,T). 
о n о W2(!1J 

Используя неравенство Пуанкаре-Фридрихса, приходим к основ

ному энергетическому неравенству: 

1 2 1 о 2 2iiu(s)llL2(n) ~ 2ilu llL2(!1) + 
s 

+f 11и(t)// 2o [-2v+C2 (Щmaxlddxl] dt, 
о W~(nJ у у 

'Vs Е (О, Т). 

Итак, если 

-2v + С2(Щ m;x 1~:1 <О, 
то кинетическая энергия возмущений затухает с течением времени. 

В качестве примера рассмотрим двумерное течение несжимаемой 

жидкости в трубе в общем случае с негладкими стенками. Также мы 

допускаем возможность того, что в жидкости находятся обтекаемые 

тела. Предположим, что основное движение описывается течением 

Хагена-Пуазейля (182, 252]. 
Для трубы справедливы соотношения: 

vd 
//= ~' 

где ~ - число Рейнольдса, v - среднее значение функции И, d -
диаметр трубы; И - скорость Хагена-Пуазейля (182]: 

И( ) = Р1 - Р2 ( d2 _ 2) 
у 4µl 4 у 

(l - длина рассматриваемого участка трубы, Р1 и р2 - величины 

давления на границе этого участка,µ= vp). 

12-5673 
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Получаем 

2 1 dU 1 d
3 
Р1 - Р2 ( 1 ) -2v+C (n)max - = - 1- - . 

у dy 2 4µl 2Эf 

Следовательно, эtcr = 1/2. Если эt < ~cr, кинетическая энергия 
возмущенного течения уменьшается с течением времени. Столь боль

шое различие междУ этим результатом и результатом, полученным 

методом малых колебаний, по-видимому, вызвано предположением, 

что границы трубы негладкие, и допущением наличия в жидкости 

обтекаемых тел. 

Практически то же число Рейнольдса может быть получено и для 

некоторых других форм течения, например для некоторых форм сво

бодной турбулентности. На этом основании мы можем предполагать, 

что получено число 

где к = 0.4 - число Кармана. 

Далее рассмотрим, как энергетический метод может быть при

менен для получения некоторых важных результатов, обсуждаемых 

ниже. Пусть и - периодическая по у функция, принимающая зна

чение О в точках у= О, ±r, ±2r, ± ... , +nr = 1/2. Поступая так же, 
как и при выводе основного энергетического неравенства, получаем 

следующую цепочку неравенств и значений числа Рейнольдса: 

1 2 111 0112 2llи(s)llL2(1Rx[O,r]) ~ 2 и L2(1Rx[O,r]) + 
s 

+f llи(t)ll 2o [-2v+ r
2 
шах \~UIJ dt; 

О W~(1Rx(r,2r]) 2 yE(O,r] У 

1 2 1 0112 2llи(s)llL2(1Rx[r,2r]) ~ 211и L2(1Rx[r,2r]) + 
s 

+/11и(t)ll 2o r-2v+ r
2 

max \~и\] dt, 
О W~(IRx [r,2r]) i_ 2 yE[r,2r] У 

lfs Е (О, Т), 

и т. д. 

Из последних неравенств следуют следующие важные свойства 

течений жидкости, подтверждаемые экспериментом [182, 252]: 
1) для устойчивости ламинарных течений наиболее «опасны» 

длинноволновые возмущения; 

2) ламинарное течение наименее устойчиво в окрестности грани
цы течения. 
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§ 9. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ 
КАДОМЦЕВА-ПЕТВИАШВИЛИ И КОРТЕВЕГА - ДЕ ФРИЗА 

В данном разделе излагается теория функциональных решений 

для уравнений КП и КдВ, которая будет применяться в следующем 

разделе данной главы. J'vlы сохраним, по существу, все обозначения 

раздела 8.2, чтобы не усложнять изложение лишними обозначе
ниями. 

Рассмотрим задачу Коши 

J(u) = Ut + UUx - O:Uxxx + /ЗИуу =О, 
и(х, у, О) = u0 (x), 

а,/3,х,у Е JR, t Е [О,Т], О< Т::;;; оо, 

где И - первообразная функции и: 

CXJ 

И(х, у)= - J и(z, у) dz. 
х 

(8.48) 

(8.49) 

Уравнение (8.48) называется уравнением Кадомцева-
Петвиашвили (КП); формально полагая в уравнении (8.48) /3 равным 
нулю, получаем уравнение КдФ. Соответственно полагая формально 

в (8.48) а и /3 одновременно равными нулю, получим уравнение 
Хоп фа. 

Следующее интегральное уравнение служит для определения 

обобщенного по Соболеву решения задачи (8.48),(8.49): 

т 

J J ( UC/)t + ~и2 срх - O:UCfJxxx - /ЗИсруу) dx dy dt + J ср(х, O)u0 dx dy =О, 
о~ ~ 

о 

Vcp Е C1(0,T;CCXJ(JR2)), ср(х,Т) =О. 
(8.50) 

Обозначим Е векторное пространство, состоящее из линейных 

комбинаций вида 

о 

Vcp Е С1 (0, Т; CCXJ(JR2)), Vcp1 Е D(JR2 х (О, Т)), 

ср(х, Т) =О, и Е L2(JR2 х (О, Т)). 
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Для каждого F Е ё, определим операторы 1Т1, 1Т2, ?Тз по формулам 

?Т1 (F) = F<p,o,a,f3, 

7r2(F) = F<p,O,a,o, 

7rз(F) = F<p,o,o,o· 

Оператор ?То определим обычным образом (см. гл. 2): 

7ro(F) = lf'(x, О)и0 . 

(8.51) 

(8.52) 

(8.53) 

Пусть ё,+ = {l} - алгебраически сопряженное пространство к Е. 
На ё,+ зададим топологию и(ё,+, Е) посредством системы полу
норм, аналогично гл. 2 и рассмотренной выше в этой главе модели 
несжимаемой жидкости. Во избежание излишних повторений детали 

рассуждений, которые проводятся по стандартной схеме, соответ

ствующей обозначениям и утверждениям этих разделов книги, мы 

опустим. 

Определение 8.9. Элемент l Е L назовем фун:кционалън:ым реше
нием зада'Чи (8.48), (8.49), с начальным условием и0 Е L2 (JR2 ), если 
для любого F Е ё, справедливо равенство 

l(7r1(F)) + l~°,/(7ro(F)) =О. (8.54) 

Определение 8.10. Элемент l Е L назовем функционалън·ым ре
шением зада'Чи (8.48), (8.49) при (3 = О, с начальным условием 

и0 Е L2 (JR2 ), если для любого F Е ё, справедливо равенство 

l(7rз(F)) + l~°,/(7ro(F)) =О. (8.55) 

Определение 8.11. Элемент l Е L назовем фуnкциоnалъnuм ре
шеnием зада'Чи (8.48), (8.49) при а, (3 = О, с начальным условием 

и0 Е L2 (JR2 ), если для любого F Е ё, справедливо равенство 

l(7r2(F)) + l~°,/(?ro(F)) =О. (8.56) 

Ниже вместо задачи (8.48),(8.49) при соответствующих значениях 
параметров а, (3 будем рq,ссматривать задачи (8.54)-(8.56) относи
тельно неизвестной l Е L. 

§ 10. МЕТОД ГАЛЁРКИНА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 
КОРТЕВЕГА - ДЕ ФРИЗА 

В этом разделе доказывается разрешимость периодической задачи 

для уравнения КдФ без применения метода параболической регуля

ризации (112], причем при этом потребовалось только три краевых 
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условия периодичности вместо четырех в [112]. К сожалению, так как 
не доказана единственность решений данной задачи, если начальная 

функция u0 только из пространства WJ(П) (ПЕ JR-ограниченная 
область- в данной работе отрезок [О, 1]), нельзя утверждать, что по
лученное здесь решение совпадает с решением, полученным методом 

параболической регуляризации в [112]. Рассмотрим задачу 

Ut + UUx - O:Uxxx = О, 
и(х, О)= u0 (x), 

д1и(1,t) 

дхJ 

д1и(О,t) 
j =о, 1, 2, 

дхj 

о: Е JR, t Е [О, Т], О < Т ~ оо, х Е [О, 1]. 

(8.57) 

(8.58) 

(8.59) 

Пусть {rp1 }~1 -система линейно независимых функций из 
0 00 (П), удовлетворяющая следующим условиям периодичности: 

дJrp(O, t) 
дхJ 

j =о, 1, 2. 

Обозначим W множество всех линейных комбинаций 
rp1, j = 1, ... ,оо. Пусть 

V-пополнение W по норме пространства WJ(П); 
Н - пополнение W по норме пространства L2 (П); 
V -пополнение W по норме пространства W:i(П). 

Будем обозначать 

lиl=~ 

функций 

норму функции и в пространстве L2 (П) (соответственно выражение 
( ·, ·) будет обозначать скалярное произведение в этом пространстве). 

Определение 8.12. Назовем обобщеnn'Ы.м решеnие.м задшчи (8.57)
(8.59) функцию и Е L2 (0, Т; V), удовлетворяющую следующим урав
нениям и условиям: 

1 2 А 
(ut, rp) - 2 - (и , Ч?х) - о:(их, 'Рхх) =О, \:/rp Е V, 

д1и(1,t) 

дхJ 

и(х, О)= u0 (x), 

дjи(О, t) 
дхJ 

j =о, 1, 2. 

(8.60) 

(8.61) 

(8.62) 
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Предложение 8.4. Пусть задана функция и0 Е V. Тогда существу
ет обобщенное решение задачи (8.57)-(8.59). 

О Для каждого m ~ 1 определим приближенное решение зада
чи (8.57)-(8.59) посредством соотношений 

m 

иm = L: c;m)(t)ipj, 
j=l 

(и~,'Рk) - ~((иm)2 ,'Pkx) - a(и';,ipk хх) =О, 
(8.63) 

'i/ipk, k=l, ... ,m, 
где последовательность функций выбрана таким образом, что 

О m--+oo О 
иm _________, и 

в пространстве V. 

Априорные оценки. -Умножим обе части равенства (8.63) на Ckm) 
и суммируем по k от 1 до m: 

(и~, иm) - ~((иm)2 , и';) - а(и';, и':х) =О. 
-У читывая, что 

m2 m иmЗ 1 
(и ,их)= -

3
-10 =О, 

m2 
( m m) их 11 О 
их 'ихх = -2- о = ' 

получаем 

(8.64) 

где постоянная С от номера m не зависит. Последняя оценка означа
ет, что последовательность функций иm ограничена в пространстве 

L 00 (0, Т; Н). Так как функции 'Pj, j = 1, ... , оо, принадлежат про

странству V, то, по теореме вложения Соболева [151], из соотноше
ния (8.63) следует, что почти всюду верно равенство 

-Умножим его скалярно на функцию 

'lj!(x, t) = (иm)2 + 2аи':х· 
Применяя условия периодичности, получим 

J (и';иm + аи':хх)((иm) 2 + 2аи':х) dx =О. 
п 

(8.65) 
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Следовательно, 

В силу теорем вложения Соболева имеем 

где постоянная С1 от номера m не зависит. 
Поэтому из последнего равенства выводим оценку 

в которой константа С2 не зависит от m. 
Далее (опуская пока индекс) получаем 

I! u3
dxl ~ CollиllLoo(Щlиl 2 ~ C2 llиllL 00 (!1) ~ 

!1 

~ A2(lиl2 + lиxl2)1;2 ~ с2(с2 + lиxl2)1;2 ~ 
Зlo:I 2 

~ Сз + -2-ихl · 

(8.66) 

(8.67) 

Учитывая неравенства (8.67) и (8.66), получаем соотношения 

где постоянная С4 от номера m не зависит. Последняя оценка означа
ет, что последовательность функций um ограничена в пространстве 
L00 (0, Т; V) и в L 00 (Q), где Q =(О, Т) х П. 

Далее, 

f (иm)4 dx ~ vraisupQ(um)2 f (um) 2 dx ~ С5. 
!1 !1 

Следовательно, последовательность функций (um) 2 ограничена 
в пространстве L 2 (Q). Покажем, что (um)2 ~ и2 слабо в L2(П), 
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где и - слабый предел последовательности функций um в простран
стве L2 (0, Т; V): 

/ ((um) 2 
- и2 ) cpdxdt 

n 

f(um-u)(um+u)cpdxdt:::;; 

n 

:::;;тsup (vraisuplиm+иl ~о 
t n 

'Vcp Е L2(Q), 

в силу того, что вложение W:}(П) в L2 (П) компактно. (Вывод содер
жит предположение llиllL 00 (Q) < оо, которое будет доказано в конце 
раздела.) 

Предельный переход. Умножим соотношение (8.63) скалярно 
на функцию 'lj;(t) Е 0 1 (0, Т), 'tf;(T) =О: 

/ Um'Pk'Ф' dxdt + ~ / (um) 2 'Pkx'Фdxdt + 
Q Q 

+о:! и':'Рk хх'Ф dx dt + ! Uo'Pk'Ф(O) dx = о, (8.68) 

Q Q 

'Vcpk, k = 1, ... , m 

В силу того, что последовательность um ограничена в простран
стве L=(O, Т; Н) и того, что 

( 
m)2 m-->= 2 

и ---+и 

слабо в L 2 (Q), где и-слабый предел последовательности функций 
Um в пространстве L2(0, Т; V), в соотношении (8.68) возможен пре
дельный переход по m---+ оо: 

/ UЧJk'Ф' dx dt + ~ J (и ) 2 'Рkх'Ф dx dt +О:/ Ux'Pkxx'Ф dx dt + 
Q Q Q 

+ ! u0 cpk'lj;(0) dx = 0, 'Vcpk, k = 1, ... , 00. 

n 

(8.69) 

Равенство (8.69) справедливо для любой линейной комбинации 
элементов 'Pj в силу линейности по этим функциям и, следовательно, 
для Vcp Е V. Отсюда мы получаем, что равенство (8.61) выполняется 
в смысле теории распределений. Доказательство того, что функция и 
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удовлетворяет соотношению (8.62), стандартно. Предложение дока
зано. • 

Лемма 8.3. Пусть um ~и слабо в пространстве L2 (Q). Если 

sup llиmllL00 (Q) < оо, 
mEN 

ТО llиllLoo(Q) < 00. 

§ 11. ОБ ОСОБЕННОСТЯХ РЕШЕНИЙ ПЕРИОДИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ КДФ 

Рассмотрим следующую задачу: 

и(х, О) = u0 (x), 

дJu(l,t) дJu(O,t) 

дхJ дхJ 
j =о, 1, 2. 

tE[O, Т], О< Т ~ оо, хЕ[О, 1], Q= [О,Т] х [0,1]. 

(8. 70) 

(8.71) 

(8.72) 

Пусть функция и Е L2(Q) -обобщенное решение задачи (8.70)
(8.72). Обозначим А класс таких решений задачи (8.70)-(8.72), что 
и Е L 00 (0, Т; W}(O, 1)), и для и выполнен второй закон сохранения 
энергии: 

!!__ 11 (из - и2) dx =О. 
dt 3 х 

(8. 73) 

о 

Очевидно, что классу А принадлежит обобщенное решение зада

чи (8.57)-(8.59), построенное в предыдущем разделе. 

Предложение 8.5. Пусть 

11и0 11Lз[О,1] < оо, llи~llL 2 [o,1] = 00 · 

Тогда обобщенное решение задачи (8.70)-(8.72) не принадлежит 
классу А. 

О Интегрируя равенство по t в интервале от О до s, О< s < Т, имеем 

Vs, О< s ~ Т, ~llиlliз[0,1] + llиxlli2 [0,1] ~ 

~ ~11и0 11iз[О,1] + llи~\1~2 [0,1] · 
(8.74) 

Из теоремы вложения Соболева и сделанных выше предположе-

ний следует, что предложение доказано. • 



334 Глава 8. Сходимость приближенных методов ... 

§ 12. СУЩЕСТВОВАНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 
НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С РАЗРЫВНОЙ 
НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

Сперва введем некоторые обозначения. Обозначим 

l 

(u,v) = / uvdx; ((u,v)) = (их,Vх), '\lu,v Е W2
1 (0,l), 

о 

\и\=~' \\и\\= у'((и,и)). 

Для произвольной системы функций { 'PJ }~1 запись 
Sp{cp1, ... , 'PN} означает множество всех линейных комбинаций этой 
системы. 

Рассмотрим следующую задачу: 

'Ut = Uxx + sign Ux 1 (х, t) Е Q =(О, l) Х (О, Т], 
их(l, t) =О, 

и(О, t) = B(t), О< t < оо, 
и(х, О)= u0 (x), х Е [О, l], 

о< l < 00. 

(8. 75) 

(8.76) 

(8.77) 

(8.78) 

Обозначим v = их. Из задачи (8.76)-(8.78) выводим следующие 
соотношения: 

Vt = Vxx + ~ signv, Q = [O,l] Х [О,Т], 
v(l, t) =О, 

v(x, О)= u0 (x). 

(8.79) 

(8.80) 

(8.81) 

Предложение 8.6. Пусть l - регулярное функциональное решение 

задачи (8.79)-(8.81). Тогда о~ю представимо в виде 

1 

l = j v1.p1 dx dt - j u0 1.p(x, О) dx, 

Q о 
(8.82) 

'\11.р1 Е D(Q), '\11.р Е C00 (Q), 1.p(l, t) = 1.р(х, Т) =О, 

где v-функция из пространства L 1 (Q). 
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Доказательство этого утверждения аналогично доказательству 

предложения 8.5 и потому здесь опускается. 

Определение 8.13. Функцию и назовем фупкv,иоnалъnъ~.м решени
ем задшчи (8. 76)-(8. 78), если 

х 

и= e(t) + ! v(s) ds, о< х:::::;; l, 
о 

где функция v определяется равенством (8.82). 

Теорема 8.6. Пусть u0 Е Wi(O,l). Тогда существует обобщенное 
решение задачи (8.76)-(8.78). 

Доказательству теоремы предпошлем сле,цующую лемму: 

Лемма 8.4. Пусть u0 Е Wi(O, l). Тогда существует регуляр
ное функциональное решение задачи (8.79)-(8.81), причем функ
ция v, определяемая равенством (8.82), принадлежит пространству 
L2(0, Т; Wi(O, l)). 

О Доказательство леммы проведем методом полудискретизации. 

Пусть {<р1 }~1 -система линейно независимых функций из 0 00 (0, l), 
<p(l) = О. Обозначим через V пространство, которое получается 
замыканием множества всех линейных комбинаций функций i/Jj, 
j = 1, ... ,оо, в Wi(O,l). Пусть N:?: 1-целое число, т = T/N, где 
Т > О - некоторое число. Сейчас мы рекурсивно определим семей-

ф u О 1 N m5 
ство ункции, скажем vw vm ... , vN такое, что vN удет в некото-

ром смысле аппроксимировать искомую функцию v на интервале 
mт:::::;; t:::::;; (m + l)т. Положим vO,. = u01

. Если функции vO,., ... , v~-l 
уже известны, то определим v'N посредством соотношений 

N 

v'N = L ~r,Ni/Jr, 
r=l 

(v'N - v~- 1 , <р) + т((v'N, <р)) + т(signv~- 1 , ifJx) =О, 

\:/<р Е Sp{ <р1, ... 'i/JN }. 

(8.83) 

Отметим, что выбранный метод регулярен в силу полноты ба

зисных функций и выбора разностной аппроксимации производной. 

Полагая в (8.83) <р = v'N, приходим к равенству 

(v'N - v~-1 , v'N) + т((v'N, vJ\i')) + т(sign v';Г 1 , vJZi'x) =О. 

Справедливо равенство 

2(а - Ь, а)= \а\ 2 - \Ь\ 2 +\а - Ь\ 2 \:/а, Ь Е L2(0, l). 
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Следовательно, 

fvNf2 - lvRi'-112 + lvN - vRi'-112 + 2т [fvNff2 = -2т(sign vRi'-1, vNx)· 

Применяя к правой части последнего равенства неравенство 

Коши-Буняковского, получим соотношение 

Суммируя последнее неравенство по m от 1 до r, 1 < r < N, 
имеем 

N 

fvjV[2 + L (lvN - vRi'-112 + т lfvNl12) ::;; тz2 + [ио12. 
r=l 

Последнее неравенство означает, что последовательность v N 

ограничена в пространстве L2 (О, Т; V) ( v N - функция, принимаю
щая на интервалах mт::;; t::;; (m+l)т значение vN), и таким образом, 
выбранный метод слабо устойчив. 

Так как функции 'Pl, ... , 'PJ, . . . составляют базис в простран
стве V, то в силу теорем вложения Соболева любая функция 

о 

'Г/ Е С2 (0, l) представима в виде ряда 

о 

00 

ry(x) = :L /Зj<pj, 
j=l 

который сходится в С2 (0, l) почти всюду. 

(8.84) 

Запишем выражение для слабой невязки выбранного метода: 

1 

бN(F) = / (VN'Г/'l/J 1 + VN'Г/хх'Ф - sign VN'Г/х'Ф) dxdt + / VNft=O rуф(О) dx, 
Q о 

о 

\:/ry Е C 00 (0,l), \:/ф.Е С00 (0,Т), ф(Т) =О. 

(8.85) 
Умножим (8.83) скалярно.на v(t). Имеем 

1 ( VN(t + т) - VN(t) . ) 
- Т <p'ljJ+VN<pxx'l/J-SlgПVN<px'l/J dxdt=Q. 

Q 

(8.86) 
Далее, 

/ vN(tт+ т) <рф dx dt = / VN}t) <рф(t - т) dx dt + v~ф;::,<р, 
Q Q 
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где ф~ и ф~Р - средние значения функции ф на интервалах [О, т] 
и [Т - т, Т] соответственно. Следовательно, равенство (8.86) можно 
переписать в виде 

! ( ф(t - т) - ф(t) 
vн(t) т tp - vн(t)'Pxx'Ф(t - т) + 

Q 

+ sign vн(t)tpxф(t)) dx dt + 
l 1 

+ f ( vl/,ф1;J,tp - v°нФ~р'Р) dx + f т ( -v!/,ф~р'Р + v°нф~Р) 'Pxxdx = О. 
о о 

Обозначим 

l 

А( т, tp) = f т [-vl/,1f;1;J,tp + v°нФ~Р] 'Pxxdx. 
о 

В последнем равенстве положим tp = 'Pj, 1 :::;; j :::;; N, умножим 
его на /Зj и просуммируем по j от 1 до N. Вычтем полученное 
из равенства (8.84): 

8N(F) = ! [vN(t) (Т/1/J'(t) - t f3j'Pj ф(t - т;- ф(t)) + 
Q J-1 

+ VN(t) ( rуххФ( i) - ~ fi;'P;"ф( i - 7)) -

- 'ign VN(t)ф(t) ( ry, - ~ fiJ'Pjx)] dx dt+ 

+ J [vNlt=oТ/'P(O) + f,;зj (vl/,Ф1;J,'Pj -v°нф~р'Рj)] dx-
o J=l 

00 

- Lf3jA(т,tpj)· 
j=l 

Отсюда 8N(F)---+ О при N---+ оо в силу (8.83) и того, что 

ф Е С00 (О, Т), ф(Т) =О. 

Следовательно, метод слабо аппроксимирует задачу (8.79)-(8.81). 
Лемма доказана. 8 
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Доказательство теоремы 8.6 

О Так как [vн[, [[vN[[ < оо, то существует функция и Е L2(0, Т; V), 
являющаяся слабым пределом последовательности VN в простран

стве L2 (0, Т; V), и, очевидно, функция v удовлетворяет (8.82). Поло-
жим 

х 

и=В(t)+ J v(s)ds, O<x::;;l. 
о 

Теорема доказана. • 



Глава 9 

УРАВНЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ-ВЛАСОВА

БОЛЬЦМАНА-СМОЛУХОВСКОГО 

§ 1. УРАВНЕНИЕ ЛИУВИЛЛЯ С РАЗРЫВНЫМИ ПОТОКАМИ 

Уравнение Лиувилля, т. е. уравнение неразрывности, является осно

вополагающим законом сохранения, который определяет статистиче

ские решения динамических систем, моделирующих взаимодействие 

частиц плазмы, гидродинамические течения, положение фронта фа

зового перехода при выращивании кристаллов из расплава и т. д. 

Важно подчеркнуть, что уравнения Власова, описывающие динами

ку плазмы в приближении самосогласованного поля, представляют 

собой не что иное, как разновидность уравнения Лиувилля. Весьма 

интересные явления для решений уравнения Лиувилля имеют место 

при наличии скачков поля скоростей течения. В газовой динамике 

это приводит к ударным волнам, но возможны также решения типа 

«черной дыры», когда частицы среды аккумулируются в одной 

точке. В этом случае уравнение Лиувилля-Власова статистическое 

решение системы дифференциальных уравнений с разрывной правой 

частью. Для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

в этом случае реализуется «скользящий режим» в теории А. Ф. Фи

липпова [169], а соответствующих классических и обобщенных ре
шений не существует. Такого рода задачи возникают в процессе 

моделирования массопереноса в ядерно-энергетических установках 

при наличии встречных потоков вещества (лазерный термоядерный 

синтез). Расчет ЯЭУ, основанный на применении лазерного термо

ядерного синтеза, связан с численным решением уравнения нераз

рывности (Власова-Лиувилля), содержащего разрывное поле скоро
стей переносимого в сталкивающихся потоках вещества. В процессе 

столкновения вещество приобретает значительные температуры (по

рядка 2 · 107К), обеспечивающие возможность выхода нейтронов. 
Одним из важнейших направлений применения рассмотрен

ных моделей для уравнений Власова-Лиувилля-БоЛьцмана
Смолуховского является задача исследования процессов конденси

рованной барионной материи в международном проекте физики 

высоких энергий СВМ [197](Compressed Baryonic Matter), полу
чаемой при столкновении встречных пучков частиц в ускорителе 
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Рис. 9.1. Искусственные алмазы, выращенные в СВЧ-печи 
в виде параллелепипедов 

на тяжелых ионах. Аналогичная проблема связана с общим классом 

задач для уравнения Власова теории плазмы, в котором имеется 

разрывный потенциал кулоновского типа. Исследования кинетики 

плазмы, состоящей из многих заряженных частиц, привели к выводу 

кинетического уравнения плазмы, которое было получено в 1936-38 
годах советскими учеными А. А. Власовым и Л. Д. Ландау. Это урав

нение обычно называют по имени Власова. О методах решения 

плазменных задач подробно написано в монографиях [5, 6, 23, 27]. 
Таким образом, актуальной является проблема численного моде

лирования для уравнения типа Лиувилля при наличии разрывных 

коэффициентов, так как разностные схемы в этом случае, вообще 

говоря, не являются аппроксимирующими. 

Существенным моментом, объединяющим математические мо

дели динамики плазмы и динамики роста кристаллов, является 

использование уравнения Лиувилля с разрывными коэффициентами 

под знаком производных, что, вообще говоря, влечет возникно

вение функциональных решений. В частности, весьма интересной 

с этой точки зрения является технология, разработанная группой 

Рассела Хемлея из института Карнеги (США). Это метод хими
ческого осаждения паров ( CDV), применяемый для выращивания 
кристаллов алмазов. Крупные алмазы получают методом спекания 

в микроволновой СВЧ печи в водородной плазме. В этом процессе 

атомы углерода осаждаются из газа и образуют кристаллы, которые 

растут на подложке. Кристаллы получаются в виде параллелепипе

дов, изображенных на рис. 9.1. 

Пример 9.1 (метод сгла:нсивания В. А. Стеклова для раарив
ного поля одномерн:ых скоростей в уравнении ЛиувиJl,Jl,я). 

Рассмотрим динамическую систему на числовой прямой 

dx 
dt = f(x), 
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где f(x) назовем полем скоростей частиц в фазовом простран

стве R = {х }. Статистическое решение р(х, t) (плотность вероятности 
распределения частиц в фазовом пространстве R в момент времени t) 
для этой динамической системы определяется задачей Коши для урав

нения Лиувилля 

{ 

др(х, t) д(р(х, t)f(x)] = 
0 дt + дх ' 

p(x,t)/t=D =р0(х), 
(9.1) 

где р0 - начальная плотность вероятности распределения частиц в фа
зовом пространстве R. Рассмотрим простейший случай разрывного 
поля скоростей 

f(x) = -sgn(x), (9.2) 

аналогичный моделям останавливающихся частиц, рассмотренным 

выше в § 5 и 6 гл. 1. Вид функции f (х) в равенстве (9.2) соотЕетствует 
ситуации, когда частицы, со скоростями, равными по абсолютной 

величине единице, движутся навстречу друг другу. 

Для построения приближенного метода решения задачи (9.1), (9.2) 
воспользуемся регуляризацией, основанной на сглаживании разрыв

ной функции поля скоростей f(x) на интервале [-Л; Л] методом 
В. А. Стеклова: 

_ l х!+л l х!+л х 
fл(х) = 2Л f(~)d~ = ZЛ (-sgn(~))d~ = - Л' х Е (-Л;Л]. 

где 

х-Л х-Л 

Таким образом сглаже~шая задача принимает вид 

{ 

дрд(х,t) дрл(х,t)fл(х) = 
0 дt + дх ' 

рл(х, t)lt=o = р0 (х), 

fл(х) = { !(х), 
fл(х), 

lxl > Л, 
lxl :( Л, 

={-sg~(x), \х\>Л, 
- Л, \xl :( Л. 

(9.3) 

Построим решение задачи (9.3) методом характеристик, описыва
емых динамической системой 

dx 
dt = fл(х). (9.4) 

Запишем решение уравнения (9.4) в областях lx\ > Л и lx\ :( Л. 
Если начальные данные на характеристике lx(O)/ > Л, то справедлива 
формула 

x(t) = х(О) - t sgn(x(O) ), \x(t)i ~ Л. 

Продолжение этой характеристики в область \х\ :( Л определяется 
соотношением 

x(t) = ±Лехр (-~(t -t±л)), t ~ t±л, 
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х(О) -л: :л х(О) х 

1 1 

Рис. 9.2. Поле характеристик (9.5) для поля скоростей (9.2) 

где величины t±л определяются из условий х(t±л) 

Jx(O)J < Л, то 
±Л. Если же 

x(t) = х(О) ехр (-~t), t ~О. (9.5з) 

Поведение характеристик в фазовой плоскости изображено 

на рис. 9.2. 
Из уравнения Лиувилля (9.1) на характеристиках (9.51)-(9.5з) 

получаем следующее тождество: 

dpл(;t(t), t) = рд(х(t), t) [ 2~ (sgn(x(t) + Л) - sgn(x(t) - Л))]. 

В области Jx(t)\ > Л выполняется равенство 

sgn(x(t) + Л) - sgn(x(t) - Л) =О, 

и, соответственно, в этой области на характеристиках имеем 

рл(х(t), t) = рл(х(О), О). (9.6) 

В области Jx(t)\ < Л выполняется равенство 

sgn(x(t) + Л) - sgn(x(t) - Л) = 2, 
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и решение на характеристиках принимает следующий вид: 

рд(х(t), t) = рд(х(tо), to) ехр (~ (t - to)) , t ~ to ~ О. (9.7) 

С учетом того что при значениях времени до значения t = t±д 

величина решения уравнения Лиувилля вдоль характеристики равна 

рд(х(О), О), из выражения (9.7) получаем в области lx(t)I ~ Л 

pд(x(t),t) =рд(х(О),О)ехр (~(t-tы)), t ~ t±д. (9.8) 

Чтобы получить решение в произвольной точке, надо в уравнени

ях (9.6) и (9.8) исключить величины t±д и начальные данные. 
Итак, выберем произвольную точку (х, t) в фазовой плоскости 

и выпустим характеристику «назад по времени» с учетом соотношений 

(9.51 )-(9.53 ). Отметим, что форма характеристики меняется при пе

ресечении характеристикой прямых х = ±Л в момент времени t±д 
(см. рис. 9.3). 

Исследуем предельное поведение построенного решения при Л ---> 

О. Для этого умножим рд(х, t) на финитную функцию rp(x, t) и проин
тегрируем по хот -оо до оо и по t от О до +оо. 

Переходя к пределу Л ---> О в полученном таким образом интеграль

ном выражении, устанавливаем, что обобщенным решением (в ин

тегральной форме С. Л. Соболева) задачи Коши (9.1), (9.2) является 
обобщенная функция 

t 

p(x,t)=p0 (x+tsgn(x))+б0 (x) J (p0 (t-z)+p0 (z-t)) dz, (9.9) 

о 

где - бо обобщенная дельта-функция Дирака, сосредоточенная в точке 

х =о. 

Рис. 9.3. Построение решения методом характеристик, выпущенных 

«назад» 
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Построенное решение является частным случаем функциональных 

решений законов сохранения, рассмотренных в гл. 2. Главной причиной 
возникновения функционального решения в рассмотренном примере 

служит наличие разрыва поля скоростей. 

§ 2. УРАВНЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ-ВЛАСОВА 

В основу построения приближенных методов для уравнений 

Лиувилля-Власова положим работу Р. Л. Добрушина [78]. Будем 
рассматривать обобщенные решения этих уравнений, описывающих 

динамику системы частиц, взаимодействующих посредством ограни

ченного гладкого парного потенциала Ф. Эта конструкция Р. Л. Доб

рушина ниже будет использована при рассмотрении функциональ

ных решений уравнения Лиувилля-Власова, когда потенциал вза

имодействия является неограниченным и не обладает свойством 

гладкости, например, кулоновский потенциал. 

Пусть IRn - евклидово пространство размерности п, п = 1, 2, .... 
k А k U 

Пусть Сь (IRn) (и Сь (!Rп)), k = О, 1, ... , -пространства функции 
аргументов х Е IRn со значениями в пространстве IRn (или со
ответственно в IR1 ), имеющих ограниченные частные производные 

' k лk 
порядков J = О, 1, ... , k. Пусть 0 0 (!!tп) (и CQ (IRn)) - пространства 
принадлежащих Cl(lltп) (или соответственно Cl(lltn)) функций, име
ющих компактный носитель. Пусть Lk(IRп), k = 1, 2, ... , --простран
ство функций от х Е IRn со значениями в пространстве IRn, име
ющих ограниченные непрерывные частные производные порядков 

j = 1, ... , k (сами функции могут быть неограниченны). Через D f 
будем обозначать градиент функции f Е Cl(IRп)· В случае, когда 
точки х Е IRn представляются в виде 

через Dx 1 f и Dx2 f будем обозначать градиенты f по соответствую
щей совокупности переменных, так что Df = (Dx 1 f,Dx 2 f). 

Пусть Вп - совокупност~ борелевых подмножеств в IRn и Мп -
совокупность зарядов на IRn, т. е. счетно-аддитивных веществен

нозначных функций множества µ(В), В Е Вп таких, что норма 

11µ11 = sup lµ(B) 1 < оо. (9.10) 
ВЕВп 

Через М;[ будем обозначать совокупность конечных мер, т. е. за
рядов µ Е Мп с неотрицательными значениями. Совокупность мер 
µ Е М;[ таких, ЧТО 
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будем обозначать через М;{(С). Мерыµ Е М,;{(1) называют вероят
ностными. Для любой функции f Е cg(IRп) или f Е cg(IRп) положим 

µ(!) = / f(x)µ(dx), µ Е Мп. (9.11) 

Нас будет интересовать асимптотика при N ----> оо решения 

системы N дифференциальных уравнений вида 

dx (t) N 
Т, = A(xi(t)) + N-1 L B(xi(t) - Xj(t)), 

j=l (9.12) 

i=l, ... ,N, tEIR1, 

где x1, ... ,XN и А Е L1 (1Rп), В Е Сl(IRп)-функции со значениями 
в пространстве IRn. Ситуации, рассматриваемой в механике, соот
ветствует случай, когда п = 6, точки х Е IR6 записываются в виде 

х = (q,p), где величины q Е IR6 интерпретируются как положения, а 

р Е IR6 - как импульсы частиц, 

А(х) = (р, Q(q)), (9.13) 

где Q Е L 1 (IR3 ) - внешняя сила, действующая на систему, 

В(х) =(О, F(q)), (9.14) 

где 

F(q) = -DФ(q), (9.15) 

и Ф Е С~ (!Rз) - парный потенциал взаимодействия частиц. 
Решение (x1(t), ... , (xN(t)) системы (9.11) удобно описывать 

при помощи дискретных вероятностных мер 

N 1 "'""' µt (И)= N 61, i:xi(t)EU, (9.16) 

задающих распределение частиц в фазовом пространстве в момент 

времени t. Естественно ожидать, что при N----> оо меры µf сходятся 
к непрерывным мерам, и уравнения Власова описывают эволю

цию предельных мер. Таким образом, решение слабого уравнения 

Власова должно быть мерой, а решение сильного уравнения Вла

сова, описывающего эволюцию плотностей мер, - неотрицательной 

функцией. Однако из-за желания доказывать отсутствие априори 

возможных знакопеременных решений далее рассматривается ситу

ация, когда начальное условие - мера, но само решение может быть 

зарядом. 

13-5673 
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Для любого заряда µ Е Мп положим 

Вµ(х) = µ(В(х - ·)) = / В(х - x)µ(dx), х Е !Rп. (9.17) 

!Rп 

Ясно, что Вµ Е Cl(IRп)· 
Пусть теперь Д ~ IR1 - конечный или бесконечный открытый 

интервал и t0 Ед. Будем говорить, что семейство М = {µt, t Ед} 
зарядов µt Е Мп, t Е д, является слабым решением уравнения 
Власова на интервале д с начальным условием µ0 = µto Е M;i 
в точке t0 , если все функции µt(h) от t Е д, где h Е D(IRп) 
и D(!Rп)-пространство Шварца вещественных бесконечно диффе

ренцируемых функций с компактным носителем, дифференцируемы 

и 

dµt(h) = ((А+ В )Dh) 
dt µt µt ' h Е D(!Rn), t Е д. (9.18) 

Если заряды µt заданы непрерывно дифференцируемыми плот
ностями 1Гt(х), t Е д, х Е IRn, по мере Лебега в IRn, то семейство 
М = {µt, t Е д} образует слабое решение уравнения Власова 

на интервале д в том и только в том случае, когда 1Гt(х) является 
сильным решением этого уравнения, т. е. 

87Гt(х) 
~ = SpDx(1Гt(x)A(x)) -

- SpDx ( ~,(x1J В(х - Х)~,(Х) dX)) , (9.19) 

х Е IRп, t Ед, 

где SpDxR- это след 'L:~=l д~i Ri матрицы производных вектор
функции R = (R1 , ... , Rn). В случае (9.13)-(9.15) уравнения (9.19) 
принимают обычную для механики форму 

87Гt(q,p) at = -pDp1Гt(q,p) - Q(q)Dp(q,p) -

- ~ F(q -4)п,(q,p)dqdp) Dp~,(q,p). (9.20) 

Введем класс Мл семейств зарядов М = {µt, t Ед}, обладающих 
следующими двумя свойствами: во-первых, для любого ограничен

ного интервала д' С д выполняется неравенство 

sup llµtll ~ Сл, < оо, (9.21) 
tЕЛ' 
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и, во-вторых, для любого х Е 1Rn функция 

Ьt(х) = Вµ,(х), t Ед, 

непрерывна, как функция от t Е д. Заметим, что семейство мер 

MN = {µf ,t Е 1R1}, 

определенное формулой (9.16), принадлежит классу Мд. Будем 
обозначать через Mi;,_(µ 0 ) совокупность семейств мер М Е Мд таких, 
что 

µt Е M,:t(llµ0 jj), t Ед и µto = µ0
, где µ0 Е M,:t. 

В [78] доказана следующая теорема. 

Теорема 9.1 (Р. Л. Добрушина). Для любого интервала д ~ 19:.1 , 

любых µ0 Е M;f: и t0 Ед слабое решение М = {µt, t Ед} уравне
ния Власова с начальным условием µ 0 в точке t0 , принадлежащее 
классу Мд, существует и единственно. При этом М Е Mi;,_(µ 0 ). 

Если мера µ 0 задана непрерывно дифференцируемой плотностью 
п0 , А Е L2 (1Rп) и В Е Cl(1Rп), то решение µt имеет непрерывно ди
ференцируемые плотности, удовлетворяющие сильному уравнению 

Власова (9.19). 
Семейство мер MN, N = 1, 2, ... , заданное соотношением (9.16), 

является слабым решением уравнения Власова с начальным услови

ем µ1;f,, t0 Е 19:.1 . Если при N ~ оо последовательность мер µ1;f, слабо 
сходится к некоторой вероятностной мере µ0 , то при любом t Е 19:.1 

меры µf слабо сходятся к мере µt такой, что М = {µt, t Е 19:.1 } -

слабое решение уравнения Власова с начальным условием µ 0 . 

§ З. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОБОБЩЕННОГО РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ 

Уравнения Власова представляют собой, по существу, некоторую 

модификацию уравнения Лиувилля, порожденного дифференциаль

ным уравнением: 

dx(t) dt = G(t, x(t)), t Е д, (9.22) 

где функция G принадлежит совокупности функций G(t, х) при ар
гументах t Ед, х Е 1Rn (п = 1, 2, ... ) со значениями в 1Rn таких, что 
существуют непрерывные градиенты DxG(t, х) по х, ограниченные 
равномерно по х Е 1Rn и t Е Л', где д' ~ д - любой конечный 
интервал, и что функции G(t, х) и DxG(t, х) непрерывны по t Е д 
при любом х Е 1Rn. В рассматриваемом случае к уравнению (9.22) 
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применимы обычные теоремы о существовании и единственности 

на всем интервале Л. Фиксировав t0 Е Л, обозначим через x(t, и), 
t ЕЛ, и Е JR.n, решение уравнения (9.22) с начальным условием 

х(t0 ,и)=и. (9.23) 

Будем говорить, что семейство зарядов М = {µt, t Е Л}, 

для которого выполнено условие (9.21), является слабым решением 
уравнения Лиувилля для динамики (9.22) с начальным условием 

µ0 = µto Е м-:; 

в точке t0 Е Л, если при любом h Е D(JR.п) функция µt(h) диффе
ренцируема по t Е Л и 

dµ~;h) = µt(G(t, ·)Dh), t ЕЛ. (9.24) 

Если заряды µt заданы непрерывно дифференцируемыми плот
ностями 1Гt(х), t Е Л, х Е iR.n, по мере Лебега в 1R.щ то семейство М 
образует слабое решение уравнения Лиувилля в том и только в том 

случае, когда 1Гt(х) является сильным решением уравнения Лиувил

ля, т. е. (ер. (9.20)) 

д1Гt(х) 
~ = -SpDx(1Гt(x)G(t,x)), х Е 1R.п, t ЕЛ. (9.25) 

Справедливы следующие утверждения [78]: 
Для любых tO ЕЛ, µ0 ЕМ;{ и интервала Л <;;; JR.1 слабое решение 

М = {µt,t ЕЛ} 

уравнения Лиувилля для динамики (9.22) с начальным условием µ0 

в точке t0 существует и единственно. Это решение задано соотноше
нием 

µt(B) = µ0 (и Е 1R.п: x(t,u) ЕВ), В Е Вп, t ЕЛ, (9.26) 

и µt Е М;{ при всех t Е Л. 
Если мера µ 0 задана непрерывно дифференцируемой плотностью 

?Го (и), и Е JR.n, и функция G Е G имеет непрерывные вторые частные 
производные по х, ограниченные равномерно по х Е iR.n, t ЕЛ', где 
Л' <;;; Л - любой конечный интервал, то функция 

(9.27) 

где x- 1 (t, ·)-функция, обратная к x(t,u), и St(и)-якобиан преоб-
разования 

и--> x-1 (t, и), 

удовлетворяет сильному уравнению Лиувилля (9.25). 
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§ 4. ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 
УРАВНЕНИЯ ВЛАСОВА С СИНГУЛЯРНЫМИ ПОТЕНЦИАЛАМИ 

НА ОСНОВЕ АППРОКСИМАЦИЙ Р.Л.ДОБРУШИНА 

Рассмотрим задачу Коши для уравнения Власова, описывающе

го систему частиц взаимодействующих посредством кулоновского 

потенциала. Отметим, что не возникает принципиальных отличий 

при рассмотрение более сложной задачи в теории плазмы с учетом 

электромагнитных полей. Поэтому ограничимся упрощенной поста

новкой задачи, учитывающей электрическое (или гравитационное) 

взаимодействие частиц, поскольку это позволяет напрямую восполь

зоваться приведенным выше результатом Р. Л. Добрушина [78]. 

где 

{ 
~{ + gradx vf +

0

gradv Ef =О, 
f(t,x,v)lt=O = f (x,v), 

{ 

Е = gradU, 

ЛИ= -4пе / f(t, х, v) dv. 

!Rз 

(9.28) 

(9.29) 

Замечание 9.1. Для построения аппроксимаций ниже вместо уравне
ний (9.29) будем использовать эквивалентные формулы 

{ 

Е = gradU, 

И(х, t) = -47Ге f G(x - у) f f (t, у, v) dv dy. 

IRз IR3 

(9.29') 

Справедлива следУющая теорема. 

Теорема 9.2. Пусть Ga Е С2 (.1Rз) -регуляризованный кулоновский 
потенциал взаимодействия частиц такой, что 

Ga ....__, G, а....__, оо. 

Предположим, что начальные данные J0 (х,v)-неотрицателъ
ная, непрерывно дифференцируемая, суммируемая по v и х на JR6 

функция. Тогда 

1) существует единственное решение f a(t, х, v) регуляризованной 
задачи 

{ 

дfа 
дt + gradxvfa + gradvEafa =О, 

!a(t,x,v)lt=O = J0 (x,v), 

{ 

Еа = gradUa, 

Иа(х, t) = -4пе / Ga(x - у)/ fa(t, у, v) dv dy, 

!Rз !Rз 

(9.30) 
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где «сглаженный» потенциал парного взаимодействия частиц 

(регуляризованная функция Грина для оператора Лапласа 

в пространстве ~з) Са Е С2 (~з) имеет вид 

{ 

4 11 
1 _ \\' \\х - у\\ > _83 ' 

С(-)- 1ГХ у а1Г 
аХ У- 4 3 

- 27аЗ(41Г)41\х - у\12 +а, \\х - у\\ ~ 8а7Г; 

2) при а --+ оо существует предел аппроксимаций f а в тополо
гии А. Н. Тихонова, являющийся функциональным решением 

задачи (9.28)-(9.29'). 

О Уравнение Власова (9.30) содержит напряженность поля сил Еа, 
которая определяется через неограниченный кулоновский потенци

ал взаимодействия пары частиц С(х - у), имеющий особенность 

при расстоянии между частицами, равном нулю. Поэтому напрямую 

результаты (78] в этой ситуации не применимы. 
Для построения приближенного метода решения задачи Коши 

для уравнения Власова воспользуемся регуляризацией кулоновского 

потенциала взаимодействия частиц, предложенной Р. Л. Добруши

ным (78]. Если И Е С2 (~з) и начальная функция плотности J0 (x, t) 
непрерывно дифференцируемая, то существует функция f(t,x,v), 
удовлетворяющая уравнению Власова. 

Решим краевую задачу для уравнения Пуассона (9.29): 

И(х) = / С(х - у) [-47Ге / f(t, у, v) dv] dy, 
IRз IRз 

где функция Грина 

1 
С(х - у)= 41Г\\х -у\\' \\х - у\\= 

3 

L)xi - Yi) 2
. 

i=l 

Пусть положительное число а - «уровень срезки» для функции 

Грина С (кулоновского потенциала парного взаимодействия частиц). 
Аппроксимируем функцию С функцией С а Е С2 (~3 ) так, что 
в окрестности нуля Са является параболой с вершиной в точке (О; а), 
а вне этой окрестности аппроксимирующая функция совпадает с С 

(см. рис. 9.4). Очевидно, что Са --+ С при а --+ оо равномерно вне 

любой открытой окрестности точки х = О. 
По теореме Р. Л. Добрушина, существует неотрицательное сумми

руемое на пространстве ~6 решение f a(t, х, v) «сглаженной» задачи 
(9.30) для уравнения Власова. 
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G 

/ _.2.... О 3 llx-yll 
8а.л 8а.л 

Рис. 9.4. Аппроксимация потенцила парного взаимодействия частиц 

Покажем, что предел в тихоновской топологии обобщенной после

довательности аппроксимаций !a(t, х, v) является функциональным 
решением задачи Коши для уравнения Власова. Для этого проверим 

выполнение условия слабой устойчивости и слабой аппроксимации 

для построенных приближенных задач (9.30). 
Свойство слабой устойчивости является непосредственным след

ствием соотношения сохранения массы: 

J fa(t, х, v) dxdv = J J0 (x, v) dxdv (9.31) 

1Rв 1Rв 

(это вытекает из дивергентной формы уравнения Лиувилля в (9.30)), 
откуда получаем наличие слабой устойчивости рассматриваемого 

приближенного метода (9.30). 
Перейдем к вопросу о наличии слабой аппроксимации для этого 

метода. Очевидно, что слабая невязка приближенного метода опре

деляется только погрешностью приближения функции Грина G в ин
тегральной форме уравнения Пуассона на последовательности ап

проксимаций Ga-+ G. Отметим, что уравнение Лиувилля-Власова 
при этом выполняется точно, и, следовательно, значение слабой 

невязки да(F) равно 

т 

дa(Frp,g) = 1 J J J Ga(X - у) J J a(t, v, у) dv dyg(x, t) dx dt-

0 1Rз 1Rз 1Rз 

-/ J G(x-y) / f 0 (t,v,y)dvdyg(x,t)dxdtl ~ 
1Rз О 1Rз • 

~ 1 l и f (G0 (x -у) - G(x -y))g(x, t)dx 1 f,(t,y,v) dv) dyd+ 
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Учитывая закон сохранения (9.31), оценим теперь слабую невяз
ку да.(F<р,9 ): 

т 

да.(F<р,9 ) ~ J J IGa.(x) - G(x)JJg(x, t)I dxdt ~ 
О !Rз 

~ TJJg(x, t)lloo ! dx1d:2dx3' 

r~2~ 

где r = yf (x1 ) 2 + (х2 ) 2 + (х3 ) 2 . Перейдем в подынтегральном выра
жении к сферическим координатам. Прямым вычислением интегра

ла убеждаемся, что невязка метода дa.(F<p,g)......, О, когда а......, оо. 
Итак, условие слабой аппроксимации и условие устойчивости из 

гл. 2 выполняются, значит предельный образ аппроксимаций при
надлежит к классу функциональных решений. • 

§ 5. ЗАДАЧА ВОССТАНОВЛЕНИЯ ГРАНИЦЫ 
ФАЗОВОГО ПЕРЕХОДА 

Обратимся сначала к постановке задачи восстановления границы 

фазового перехода. Динамика частиц с разрывными полями скоро

стей и действующих сил, рассмотренная в предьщущих разделах, яв

ляется прямым аналогом явлений, которые наблюдаются в фазовых 

переходах, например, в явлении кристаллизации расплава. Извест

но, что на границе фазового перехода физические характеристики 

вещества испытывают скачки. Поэтому естественно распространить 

теорию функциональных решений на математические модели, свя

занные с описанием фазовых переходов. Большую практическую 

ценность имеет любая информация о форме и положении фронта 

кристаллизации. Особенно остро этот вопрос стоит при проведении 

технологических экспериментов по выращиванию кристаллов в усло

виях орбитального космического полета методом плавающей зоны. 

Этот метод применяется для выращивания высококачественных 

кристаллов и рассматР.ивается как один из перспективных для ис

пользования в условиях космического пространства. Метод плава

ющей зоны состоит в следующем. Кварцевая ампула, содержащая 

поликристалл какого-либо материала, медленно протягивается мимо 

нагревательного элемента, в результате чего происходит процесс 

перекристаллизации: Для получения качественного монокристалла 

необходимо следить, чтобы расплавляемая «зона» была минималь

ной, так как это уменьшает вредные конвективные течения в распла

ве. В то же время существует опасность схлопывания «зоны», когда 
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1 2 3 4 5 6 7 2 

г------------------1 

1 1 
1 1 
J __________________ J 

Рис. 9.5. Схема натурной ампулы с нагревателем установки «Зона-01». 
1 - кварцевая ампула; 2 - графитовые излучатели; 3 - переплавляемый 

образец; 4 - теплоизоляция нагревателя; 5 - корпус нагревателя; б -
штатная термопара; 7 - нагревательный элемент 

фронты кристаллизации и расплавления соприкасаются. Управляют 

этим процессом, изменяя скорость протягивания ампулы и мощность 

нагревателя. Таким образом, практическое использование метода 

требует тщательной проработки важных аспектов технологического 

процесса таких, как величины градиентов температур, возникающих 

в кристалле, формы и поведение зоны расплава в зависимости 

от подводимой мощности и скорости передвижения ампулы отно

сительно нагревателя. 

На рис. 9.5 изображена схема бортовой технологической уста
новки «Зона-01», где реализуется процесс выращивания монокри

сталлов полупроводниковых материалов методом зонной плавки 

в условиях микрогравитации. На этой установке был проведен ряд 

экспериментов по космическому материаловедению на спутниках 

серии «Фотон» и орбитальной станции «Мир». 

В результате этих экспериментов в условиях микрогравитации 

были получены кристаллы германия, антимонида индия, антимони

да галлия диаметром 15-20 мм и длиной 60 мм. 
Технологический эксперимент осуществляется следующим обра

зом: заготовка диаметром 15-20 мм и длиной 110 мм помещается 
в кварцевую ампулу с внешним диаметром 30 мм. Внутри ампулы 
образец удерживается с помощью графитовых вставок, длиной 60 мм 
и имеющих сложную форму. Заготовка прогревается до образования 

зоны проплавления, выдерживается некоторое время, после чего на-
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чинается движение ампулы с определенной скоростью относительно 

неподвижного нагревателя. 

При помощи метода, описанного в предыдущей главе, можно 

приближенно найти значения температур в обеих фазах вещества. 

Дальнейшее точное восстановление поверхности фазового перехода 

осуществляется на основании решения следующего дифференциаль

ного уравнения: 

(9.32) 

где ki = const > О, k2 = const > О, Ф(х, t) = О - уравнение 
поверхности фазового перехода, Х = (х1, Xz, хз) Е П. 

Подставляя в полученное равенство значение Xt из классического 

условия Стефана, приведенного в гл.1, получаем уравнение (9.32). 
"Уравнение (9.32) для поля скоростей с нулевой дивергенцией экви
валентно следующему уравнению Лиувилля, рассмотренному выше: 

дФ д 
дt + дх(VФ) =О, (9.33) 

где V - скорость фронта кристаллизации по направлению вдоль 

нормали к фронту кристаллизации, причем очевидно, что в об

щем случае она не обладает свойством гладкости. Как правило, 

динамика растущего кристалла приводит к образованию дендритной 

структуры, являющейся многообразием с точками самопересечения. 

Отметим, что с производственной точки зрения кристаллы с денд

ритной структурой являются браком. Например, их использова

ние в микроэлектронике не является возможным. Поэтому важны 

методы управления ростом кристалла, приводящие к регулярным 

поверхностям фазового перехода. Это существенно для решения 

важнейшей проблемы - уменьшения количества дефектов в единице 

объема кристалла, так как последнее играет самую существенную 

роль в определении его ценности для производственных нужд. 

Как видно из уравнения (9.33), расчет поверхности фазового 
перехода можно вести зная только скорость кристаллизации. Совре

менные средства ультразвукового зондирования позволяют измерять 

эту скорость непосредственно во время ростового эксперимента. Та

ким образом, предлагаемый алгоритм по нахождению поверхности 

фазового перехода может быть использован при оперативном управ

лении параметрами эксперимента на основании данных измерения 

скорости фронта кристаллизации. 

Для приближенного решения уравнения (9.33) используем метод 
исчезающей вязкости (141], на основании решения следующих ап-
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проксимирующих задач: 

а> О, (9.34) 

(9.35) 

Физическая интерпретация такого подхода обусловлена введением 

в поле скоростей эволюции фронта фазового перехода V «малого» 
броуновского блуждания, которое возникает из-за турбулентных 

флуктуаций на границе раздела фаз. 

Рассмотрим пример одномерного уравнения по пространствен

ным координатам х: 

дФ д(V(х, t)Ф) 2 д2Ф 
дt + дх = µ дх2 ' х Е JR, 

Ф(х, О)= Фо(х), 

(9.36) 

(9.37) 

причем потребуем, чтобы выполнялось условие ограниченности на

чальных данных: Ф0 ~ М, где М - некоторая неотрицательная 

постоянная. 

Доказательство проведем, предполагая, что скорость фронта V, 
разделяющего две фазы вещества, является ограниченной и изме

римой функцией IVI ~ Cv, где Сv-некоторая неотрицательная 
постоянная. 

Задачу (9.36), (9.37) запишем в виде интегрального уравнения 

+оо 

Ф(х,t)= j G(x,~,t)Фo(~)d~+ 
-оо 

t +оо 

+ f f G(x, ~. t - т) :~ (V(~, т)Ф(~, т)) d~ dт, 
о -оо 

где 

1 ( (х - ~)2) G(x, ~' t) = с; ехр -
4 2 2µу1Гt µ t 

- функция Грина для уравнения теплопроводности. 

Получим сначала априорные оценки функции Ф, предполагая ее 

ограниченность: sup~E]l~,o,,;;t,,;;т IФI < оо на рассматриваемом отрезке 
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времени [О, Т]. Справедливо неравенство 

+оо 

! 1 ( (х - ~)2) 
IФ(х, t)I :(: М с;: ехр -

4 2 d~ + 
2µу7Гt µ t 

-оо 

t +оо f f G(x, ~' t - т) :~ (V(~, т)Ф(~, т)) d~ dт 
о -оо 

В первом интеграле делаем замену переменных 

~-х 
z=--

2#f,' 
а второй преобразуем интегрированием по частям: 

+оо 

IФ(х, t)I :(: :; f exp(-z2
) dz + 

-оо 

t ~=+оо 

! 1 ( (х - ~)2 ) 
V(~, т)Ф(~, т) J ехр - 2 ( ) dт 

2µ 7r(t - т) 4µ t - т 
О ~=-оо 

t +оо 

! ! 2(х - ~) ( (х - ~)2 ) 
- V(~, т)Ф(~, т) 8µ3J1Г(t - т)З/2 ехр - 4µ2(t - т) d~ dт :(: 

о -оо 

!
t +!оо (х - ~) ( (х - ~)2 ) 

:(: М + Cv ~~~ IФI 4µЗJ7Г(t - т)З/2 ехр - 4µ2(t - т) d~ dт ' 
о -оо 

о :(: t :(: т. 

Таким образом, получаем интегральное неравенство 

t 
Cv j supR IФI 

IФ(х, t)I :(: М + . r;;; ~ dт. 
µу7Г t - т 

о 

Обозначим 
u(t) = sup IФ(х, t)I. 

xEJR 

Так как предыдущая оценка справедлива для \/х, t, то выполнено 
следующее неравенство: 

t 

Cv ! и(т) u(t) ~ М + r;;; ~dт. 
µу7Г yt - т 

о 
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Решая это интегральное неравенство, найдем априорную оценку 

сверху функции IФI в классе ограниченных измеримых функций. 

Рассмотрим следУющее отображение 

А: С[о,т]--+ С[о,т] 

на множестве непрерывных функций С[о,т], определенных на отрезке 

времени О~ t ~ Т: 
t 

А(и)=М+сj ~dт, 
уt-т 

Cv 
С= r,:;; ~О. 

µу7Г 
о 

Оператор А является монотонно возрастающим, а его степе

ни - сжимающие операторы на пространстве непрерывных функций 

С[о,т], определенных на отрезке времени [О, Т]. Таким образом, су
ществует непрерывная неотрицательная функция ii = А(и), которая 
оценивает сверху решения неравенства и ~ А( и) на пространстве 
С[о,т]. Применяя преобразование Лапласа по неотрицательным зна

чениям времени [77], имеем ii f-+ U, где [J - образ Лапласа для функ-
ции й: 

U(P) = VP(; _С). 
Таким образом, 

u(t) = Mexp(C2 t)erfc(-CVt), 

где erfc - функция ошибок. 

Следовательно, используя монотонность оператора А, получаем 

априорную оценку решения в классе ограниченных непрерывных 

функций: 

IФI ~ й(t) = Mexp(C2 t)erfc(-CVt). 

Эта априорная оценка гарантирует существование и единствен

ность решения рассматриваемой задачи Коши. 

Рассмотрим отображение 

+оо 

S(cp) = ! G(x, ~, t + t=)ФоЮ ~ + 
-оо 

t +оо 

+ / / G(x, ~' t + t= - т) :~ (V(~, т)Ф(~, т)) d~ dт, 
t= -оо 
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где И[а,Ь] - множество ограниченных непрерывных функций на пря

моугольнике (х, t): х Е IR., а~ t ~ Ь: 

И[а,Ь] ={ер Е С: sup suplcp(x,t)I < оо}. 
tE[a,b] xEIR 

Лемма 9.1. При достаточно малых значениях Ь - а> О отображе
ние S является сжимающим на множестве И[а,Ь]. 

Теорема 9.3 (дока.11:ы-~ая теорема существования и един
ственности решения). Решение задачи (9.36), (9.37) существует 
и единственно, когда значения времени t Е [а, Ь]. 

О Отображение 
В: И[а,Ь] ---+ И[а,Ь] 

сжимающее, пространство И[а,Ь] - полное нормированное. По теоре

ме о сжимающем отображении [94] существует единственная непо
движная точка Ф у отображения S, Ф = S(Ф). Таким образом, Ф 
является решением задачи (9.36), (9.37). 8 

Теорема 9.4 ( гдоба.лъная теорема о существовании и един
ственности решения). Решение задачи (9.36), (9.37) существует, 
единственно в классе ограниченных непрерывных функций на лю

бом отрезке [О, Т] неотрицательных значений времени. 

Доказательство этого утверждения является прямым следствием 

априорной оценки ограниченных непрерывных решений и сжатости 

достаточно больших степеней оператора S. 
Эти построения без существенных изменений распространяются 

на многомерный по пространственным переменным случай. 

Обратимся к исследованию сходимости приближенного метода 

(9.34), (9.35). Для обоснования сходимости воспользуемся теоре
мой 2.1. Поскольку начальная функция Фа ~ М, то при каж
дом значении параметра а > О задача (9.34), (9.35) имеет глад
кое решение, которое удовлетворяет требованию равномерной ло

кальной суммируемости на _каждом компакте К С IR.3 х IR.{. 
Следовательно, для некоторой обобщенной подпоследовательности 

ak ---+ О приближения Ф °' сходятся к функциональному решению 

задачи (9.33), (9.35). 
Определение функционального решения (9.33), (9.35) приведен~ 

в гл.2. 

Для численного решения уравнения (9.34) обычно пользуются 
методом Галёркина, весьма популярным в теплофизических расче

тах. Выберем какую-либо полную в пространстве С. Л. Соболева Wi 
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систему финитных функций { фk}~1 . Множество пробных функций 
<р, определяющих обобщенное решение задачи (9.33), (9.35), будем 
полагать конечными линейными комбинациями выбранной полной 

системы. 

Приближенное решение будем искать в виде 

N 

ФN(x,t) = L::cf (t)фk, 
k=1 

![дФN Фk -VФNдфk +µ2дФN дфk]dх =О, дt дх дх дх 
n 

при k = 1, ... , N. 

J (ФN (х, О) - Фо(х))Фk(х) dx =О 
n 

(9.38) 

По построению метод Галёркина (9.38) обладает свойством сла
бой аппроксимации на выбранном векторном пространстве пробных 

функций. 

В [107] доказана сходимость метода (9.38) к решению Ф°' зада
чи (9.34), (9.35), принадлежащему пространству V2 (Qт) при условии, 
что Ф0 Е L2 (П). Таким образом, метод Галёркина обладает свой
ством слабой устойчивости. Здесь Qт = П х [О, Т], V2 ( Qт) - банахово 
пространство, состоящее из всех элементов W i ,о ( Qт), имеющих 
конечную норму 

где 

llиll = vrai o1ft8tт llи(x, t)ll2,n + llиxll2,Qт, 

llиll,,п ~ U(и(x))'dx) '/" 

llитll',Qт ~ И и;dтdt) '/' 
Норма в пространстве Lq,r( Qт) определяется следующим соотно-

шением: 

llull, •дт ~ (! (! lиl'dx) •/о dt Г 
о n 

Поскольку метод (9.38) обладает слабой устойчивостью и сла
бой аппроксимацией, обоснована математическая корректность мо

дели для нахождения фронта кристаллизации. На основе метода 
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Галёркина построен численный метод восстановления границы фа

зового перехода и обоснована его сходимость. 

§ 6. КИНЕТИЧЕСКИЙ ПОДХОД 
К МОДЕЛИРОВАНИЮ ПРОЦЕССА ОБЪЕМНОЙ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 

При полном математическом моделировании процессов тепло- и мас

сопереноса в задаче описания процессов кристаллизации вещества 

возникают значительные трудности из-за того, что на течение рас

плава влияет тонкий слой между твердой и жидкой фазами ве

щества. Этот слой не является ни жидкостью, ни твердым телом 

и поэтому все его физические свойства не определены. Предлагаемая 

математическая модель описывает поведение такого слоя на основа

нии гипотезы, что он состоит из частичек, зародышей кристаллиза

ции (твердой фазы вещества) и переохлажденного расплава (жидкой 

фазы). 

Рассмотрим в ограниченном объеме механическую смесь части

чек и расплава. При построении математической модели будем 

учитывать следующие предположения физического характера: 

1) частиц достаточно большое число, чтобы можно было приме
нить функцию распределения числа частиц по массам; 

2) частицы системы образуют хаотическое множество. 
Состояние такой системы в каждый момент времени t описыва

ется плотностью вероятности распределения частиц f(m, t) по мас
сам m. В начальный момент времени состояние системы задается 
плотностью вероятности распределения fo. Новые частицы могут 
поступать в нашу систему за счет источника, который действует 

с интенсивностью q(m, t). На практике источником может быть, 
например, неоднородность среды. То есть, если мы помещаем в нашу 

систему ионы какого-либо вещества, на них немедленно конден

сируется расплав и образуются новые частицы. Функция Ф - это 

интенсивность столкновений частиц. 

Рассмотрим уравнение 

• 00 

дf(m,t) дmf(m,t) 1 j 
дt + дm = -2f(m, t) Ф(m, y)f(y, t) dy + q(m, t), 

00 

о 

m >О, t >О, 

• 1 ! m = 2 Ф(m,y)IJ(y,t)lydy, 

о 

f(O, t) =О. (9.39) 
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Гипотезы, на основе которых написано уравнение (9.39), пред
полагают рост кристаллической фазы при парных взаимодействиях 

микрокристаллов аналогично теории коагуляции М. Смолуховско

го. При этом принимается модель непрерывного роста микрокри

сталлов, приводящая к аналогу теории самосогласованного поля 

А. А. Власова. Условие f(O, t) = О предполагает отсутствие в рас
плаве зародышей нулевой массы. Конечно, это условие может быть 

обобщено на ненулевые значения f(O, t), когда в систему доставля
ются зародыши кристаллизации за счет внешних воздействий. 

Обратимся к интерпретации математической модели. Рассмот

рим пробную частицу, которая проходит через расплав. Во время 

этого прохождения масса частицы увеличивается за счет ее дви

жения в спектре. Это отражает второе слагаемое в левой части 

уравнения (9.39). Это слагаемое соответствует подходу А. А. Власова 
динамики плазмы в самосогласованном поле парного потенциала, 

рассмотренному выше. Но в отличие от этой модели здесь учитыва

ются процессы «гибели» частиц. В процессе взаимодействия пробная 

частица при столкновении может либо погибнуть, либо поглотить 

частицу, с которой она столкнулась. Интенсивность гибели частиц 

спектра отражает первое слагаемое в правой части уравнения (9.39). 
Таким образом, рассматриваемая модель кристаллизации описы

вается уравнением (9.39), которое является уравнением Лиувилля 
для системы частиц, где учитывается их гибель. 

Для уравнения (9.39) зададим начальное условие: 

f \t=O = fo ~ 0. (9.40) 

Считаем, что интенсивность столкновений частичек Ф(m, у) яв

ляется гладкой функцией и О ~ Ф(m, у) = Ф(у, т) < оо. Функция 
источника частиц q(m, t) ~О является непрерывной и ограниченной. 

§ 7. ОБОСНОВАНИЕ КОРРЕКТНОСТИ ЗАДАЧИ (9.39), (9.40) 

Решение задачи (9.39), (9.40) построим методом характеристик. 

Вдоль характеристик уравнения (9.39) имеем: 

df 
dt = -'"'(f + q, (9.41) 

где 

1 д 100 11= '"'!(!) = 2 дm Ф(т, y)f(y, t)ydy +?. Ф(m, y)f(y, t) dy, 

о о 
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а уравнение характеристик имеет вид 

00 

~ = ~ ! Ф(m,y)IJ(y,t)lydy. 
о 

Отсюда следует, что задача (9.39), (9.40) может быть записана 
в виде интегрального соотношения вдоль характеристик т(т), вы

пущенных назад из точки (m, t): 

f(m,t) ~ foexp [-l o(f)dт] + 

+ l ехр [-/ o(f)d'] q(m(t-т),т)dт, 
(9.42) 

где t0 равно моменту времени выхода характеристики «назад», 

выпущенной из точки ( m, t), на линию 

т 

о L(O) L(Т) т 

т =О; to =О, 

если характеристика «назад» пересека

ет линию t = О при некотором неот

рицательном значении m; f0 обращается 
в ноль для характеристик, пересекающих 

линию т = О, а в случае пересечения 

характеристикой линии t = О, полагаем 

fo = fo. 

Для гладкого сопряжения начальных 

и краевых данных будем в дальнейшем 

предполагать, что fo(O) = О вместе со 
Рис. 9.6. Форма носителя 

функций f Е B:j;(R) своими производными, количество кото-
рых определяется классом гладкости ре-

_шения f по переменным m, t. Обозначим 
B(R) класс неотрицательных непрерывных функций С, принадле
жащих при О ~ t ~ Т шару 

B:j;(R) = {f Е С, f ~О, llfllc ~ R, R >О}, 

носитель которых заключен внутри трапеции (закрашена черным 

цветом), изображенной на рис. 9.6: 

О< tg(a) ~ 11Фllc~L2(T)' 
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где 

L(T) ~ max{m: т Е supp f(., t), О~ t ~ Т} 

(здесь «supp» -носитель функции). 
Рассмотрим отображение А: B:j; ( R) __, С(Т), порожденное правой 

частью уравнения(9.42): 

A(f) ~ foexp [-l o(f)dr] + 

+ j ехр [- j 'YU) ds] q(m(t - т), т) dт. 
to т 

(9.43) 

Лемма 9.2. Пусть ]0 и q являются гладкими финитными функци
ями. Тогда можно указать такое достаточно малое положительное 

число T(R), что для всех f Е B:j;(R) отображение А оставляет 
носитель функции A(f) в трапеции, изображенной на рис. 9.6. 

Лемма 9.3. Справедлива оценка 

ll'Yllc ~ ~ 11 ;: llc M(t) + ~llФllcN(t), 
где M(t) - плотность массы частиц в системе, N(t) - плотность 

числа частиц в системе. 

О Выполнено следующее соотношение: 

00 00 

ll'Yllc ~ ~ 11;:11 j f(y,t)ydy+ ~llФllc j f(y,t)dy = 
0 о о 

= ~ 11 ;: llc M(t) + ~llФllcN(t). 
• 

Лемма 9.4. Пусть ]0 и q являются гладкими финитными неотрица
тельными функциями. Тогда можно указать такое достаточно малое 

положительное число T(R), что при условии llfollc, llqllc ~ С1 < R, 
отображение А переводит множество B:j;(R) в себя. 

О Из соотношения (9.43) получаем: 

llA(\')llc <;С, (ехр [- / O(I') dr] + / ехр [-! O(I') ds] dr) . 
(9.44) 
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Из леммы 9.3 следует, что при значениях О~ t ~ T(R) выполня
ется неравенство: 

lll'llc ~ ~ 11 ;: llc M(t) + ~llФllcN(t) ~ K(R), 

где K(R) - положительная постоянная. 

При О ~ t ~ Т имеем: 

и при О ::; т ~ Т имеем: 

Следовательно, с учетом неравенства (9.44) и требования инва
риантности множества B:j(R) для отображения А получаем: 

llA(f)llc ~ С1 (ехр(КТ) + Т(КТ)) ~ R. 

Учитывая, что С1 < R, отыскиваем искомое число T(R) > О. 
Лемма доказана. 8 

Лемма 9.5. Отображение A(tp) является сжимающим на множестве 
B:j(R) при достаточно малом положительном значении T(R). 

Утверждение леммы получается аналогично доказательству 

предыдущей леммы с использованием свойства локальной Липшиц

непрерывности оператора А в равномерной метрике и пропорцио

нальности постоянной Липшица величине Т > О. Таким образом, 

выбирая достаточно малое Т >О, обеспечиваем сжатость отображе

ния А на множестве B:j(R). 
На основании ряда этих априорных оценок для задачи (9.3) 

можно доказать следующую теорему. 

Теорема 9.5. Пусть ]0 , Ф и q являются гладкими финитными неот
рицательными функциями О~ t ~ Т. Тогда существует единствен
ное гладкое неотрицательное решение задачи (9.39), (9.40) при О ~ 
t ~ Т, где Т - достаточно малое положительное число, зависящее 

от нормы исходных данных в пространстве ограниченных функций. 

D Из леммы 9.5 получаем, что А- сжимающее отображение. Следо

вательно, по теореме о неподвижной точке существует единственное 
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решение уравнения f = А(!). Таким образом, при О ~ t ~ Т 
выполняется тождество (9.42), то есть /-решение задачи (9.42). 
Учитывая гладкость исходных данных, требования на гладкое со

пряжение начальных краевых условий, применяя непосредственное 

дифференцирование в (9.42), получаем справедливость (9.39), (9.40). 
Таким образом, теорема доказана. • 

Теорема 9.6 (продо.л:нсение .лока.лъного решения). Пусть ]0 , Ф 
и q являются гладкими финитными неотрицательными функция
ми. Тогда решение задачи (9.39), (9.40) существует и единственно 
при всех t): О. 

О Из теоремы 9.4 вытекает, что рассматриваемым неотрицатель
ным исходным данным соответствует неотрицательное локальное 

решение. Покажем теперь, что локальное решение ограничено. Из 

уравнения (9.39) получаем 
00 00 ! дд*:! т dm = mrhflo - ! rhf dm = 
о о 

00 00 

= -~ ! ! Ф(т, y)f(y, t)ydyf(m, t) dm. 
о о 

Поэтому, учитывая ограниченность нормы q, из (9.39) имеем: 
00 00 

M(t) = :t f f(m,t)mdm = f q(m,t)mdm ~ К1 . 
о о 

Решая эту задачу с начальным условием М(О) = М0 ): О, 

получаем, что M(t) ~ K2t + Мо. 
Аналогично получаем 

00 00 

N(t) = ~ f f(m, t) dm ~ f q(m, t) dm ~ К2 . 
о о 

Значит, N(t) ~ K2t + Na, где N(O) = Na ): О. 
Положим в качестве новой начальной функции 

f8(m) = f(m, Т - д), 

где д - достаточно малое положительное число. В силу приведенных 

неравенств для N ( t) и М ( t) семейство функций f g является рав
номерно финитным и ограниченным при д -+ 0+. Следовательно, 
применяя теорему 9.4, можно продолжить решение на значения 
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времени, превосходящие время существования локального решения. 

Тем самым, расширяем интервал существования решения на все 

неотрицательные значения времени. Действительно, пусть Т* = sup 
(всех времен, до которых построено решение). При О ~ t < Т* ре
шение существует и единственно, оно ограничено и неотрицательно. 

Следовательно, выбрав начальную функцию 

J8(m) = f(m, Т* - 8), 

мы можем продолжить за счет малости числа 8 построенное решение 
на значения времени, превосходящие Т*. Значит Т* = +оо. 

Теорема доказана. • 

Ниже приведем пример частного решения уравнения (9.39). 
Рассмотрим стационарное уравнение с ядром Ф ( х, у) = 1 и найдем 

его асимптотику. 

00 00 

~~!(х) / J(y)ydy+~f(x) / J(y)dy-q(x)=O. (9.45) 

о о 

Запишем это уравнение в другом виде: 

Решение этого уравнения можно записать в явном виде: 

§ 8. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Для приближенного решения задачи (9.39), (9.40) использовался 
явный разностный метод с запаздыванием на шаг по времени при вы
числении скорости роста пробной частицы 

00 

• 1 ! m(m, tk) = 2 Ф(m, y)if(y, tk-1)iydy, 
о 

при этом интеграл по массовой переменной заменялся римановой 

суммой на равномерной сетке по массам. В силу финитности на-
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чальных данных эти суммы конечные на каждом шаге по времени: 

1;;.нт_ 1;;. + ~ [1;;', L Ф(mЛm, kЛm)fkk -
k?O 

- 1;;',_ 1 L Ф((m - l)Лm, kЛm)fkk] = 

k?O 

= - л:; 1;;', L Ф(mЛm, kЛm)lJ:, 10 =о, 
k?O 

о ~ п ~ [~] ' т ~ о. 

(9.46) 

Теорема 9. 7. Пусть в разностном методе (9.46) начальные данные 
1g ~ О суммируемы по аргументу k ~ О, а ядро Ф ~ О - ограниченная 
функция. Пусть шаги сетки подчинены условию Куранта 

(9.47) 

Тогда решение разностной схемы (9.46) неотрицательно и справед
ливы соотношения (диссипации концентрации и сохранения массы): 

(9.48) 

Если при этом выполнены условия теоремы 9.5, то разностная схема 
(9.46), (9.47) аппроксимирует задачу (9.39), (9.40) с первым порядком 
аппроксимации и сходится в равномерной метрике с первым поряд

ком точности. 

Доказательство теоремы 9.6 получается методом математической 
индукции по номеру п ~О. 

Для тестирования компьютерной программы, реализующей яв

ный разностный метод (9.46), были использованы точные решения 
задачи Коши (9.39)-(9.40). 

Рассмотрим уравнение (9.39). Положим Ф = 1, q =О. Используя 
метод характеристик, получаем: 

dl 1 
dt = -2l N(t); 

dx 1 
dt = 2М(О), 

где N(t) - концентрация частиц системы в момент времени t, 
00 

N(t) = J 1 (х, t) dx; 

о 
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Рис. 9.7. Тестовый расчет для функции N(t) 

M(t) - средняя масса частиц системы в момент времени t, 

Легко найти, что 

00 

M(t) = J f(x,t)xdx. 
о 

1 
x(t) = 2 м(О)t + х(О). 

Используя уравнение (9.39) и свойство финитности функции f, 
можно получить следующее соотношение: 

N(t) = 2N(O). 
2+t 

Таким образом, получаем искомое точное решение 

f(x, t) = f0 (х - ~M(O)t) 2N(O), 
2 2 + t 

где fo(x) =О при х ~О и Jo(x) = fo(x) при х ~О. 
На рис. 9.7 представлен пример тестового расчета методом 

Галёркина для этого примера. 



Глава 10 

ДОПОЛНЕНИЕ.СВЕДЕНИЯ 

ИЗ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ, 

ТОПОЛОГИИ И ТЕОРИИ ФУНКЦИЙ 

Эта глава содержит сводку основных сведений из теории множеств 

и топологии, в той или иной степени используемых в математиче

ских построениях, связанных с обобщенными и функциональными 

решениями систем законов сохранения. Формулировки утверждений 

и определения в основном соответствуют книгам [75, 183], а также 
учебникам [94, 139]. 

§ 1. МНОЖЕСТВА, ОТНОШЕНИЯ 

Далее используются следующие понятия: класс, .множество, про

странство, семейство, совокупностъ, эле.мент, то-ч,ка. 

Проблемы, связанные с непротиворечивостью построений, при

водят к необходимости различать два типа совокупностей. Более 

общий -- класс. Термин .множество сохраняется за теми из классов, 

которые могут быть элементами классов. Нетривиальность поня

тия класса следует из следующего важного утверждения: класс 

всех множеств не является множеством. Поскольку на протяжении 

этой книги (при единственном вышеупомянутом исключении) все 
используемые классы одновременно являются множествами, то без 

ограничения общности можно считать синонимами класс, .множе

ство, пространство, семейство, совокупностъ. Неопределяемыми 

также понятиями являются синонимы эле.мент, то'Чка. Разделение 

всевозможных мыслимых совокупностей на множества и классы, 

не являющиеся множествами, позволяет избежать широко известных 

парадоксов, возникших в «наивной» теории множеств, созданной 

в конце XIX века Георгом Кантором2). 

2)Георг Кантор (3.3.1845-6.1.1918) - великий немецкий математик, создатель 
теории множеств. Родился в Петербурге. Кантор разработал теорию бесконеч

ных множеств и теорию трансфинитных чисел; доказал несчетность множества 

всех действительных чисел (1874), сформулировал общее понятие мощности мно
жества (1878) и развил принципы сравнения мощностей. Канторовская теория 
множеств послужила причиной общего пересмотра логических основ математики 

и оказала влияние на всю структуру современной математики. Работам Кантора 

предшествовали основополагающие труды Больцано, а также Вейерштрасса, 

Коши, Дедекинда и Мерэ (см. [140]). 
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Отношения. Понятие отношени.я является центральным, так как 

позволяет определить остальные понятия через понятие множества. 

В частности, это относится к понятиям упорядочения и функции. 

Предположим, что задано некоторое отношение (в интуитивно 

ясном смысле) между определенными парами объектов. Это отно

шение реализуем в виде множества всех пар связанных им объектов. 

Например, множество пар, состоящих из чисел и их квадратов, есте

ственно именовать квадратической зависимостью, графиком квад

ратической функции. 

Определение 10.1. Назовем декартовъ~м произведениемАхВ мно
жеств А и В множество 

Ах В= {(х,у): х Е А,у ЕВ}. 

Определение 10.2. Пусть А и В - произвольные непустые множе

ства. Отношением на множестве А х В называется подмножество 

R С Ах В. Если пара (х, у) Е R, то будем говорить, что элементы х 
и у находятся в отношении R, и писать xRy. Обратное отношение 
н- 1 к отношению R получается изменением порядка в каждой из 
пар отношения R: 

н- 1 = {(х,у): (у,х) Е R}. 

Область определения отношения R имеет вид 

{х: для некоторого у (х,у) Е R}. 

Область значений отношения н- 1 имеет вид 

{у: для некоторого х (х,у) Е R}. 

Пусть R- отношение и А - некоторое множество. Назовем мно

жество R(A) образом множества А под действием отношения R 
множество точек у таких, что yRx для некоторого х Е А. 

Композицией отношений R и S называется отношение R о S, 
состоящее из всех пар (х, z) таких, что (х, у) Е S и (у, z) Е R. 

Пусть R, S, Т - отношения, А - непустое множество индексов а, 
для каждого из которых определено множество Ха. Тогда выполне

ны следующие соотношения: 

(1) (н- 1 )-1 = R, (R а s)- 1 = s- 1 а н- 1 . 
(2) (R о S) о Т = R о (S о Т). 
(3) (R о S)(A) = R(S(A)) для каждого множества А. 
(4) R(U{Xa: а Е А})= U{R(Xa): а Е А}. 
(5) R(n{Xa: а Е А}) с n{R(Xa): а Е А}. 
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Отношение на множестве Р х Р, состоящее из всех пар (х, х), 
х Е Р, назовем диагоналъю или тоэк;дественнъ~м отобраэк;ением. 

Отношение на Р х Р называется рефлексивным, если оно содержит 

диагональ. Если же из xRy и yRx следует х = у, то отношение R 
назовем антисимметри'Чнъ~м. Если из xRy следует yRx, то отноше
ние R назовем симметри'Чним. Отношение R на множестве Р х Р 
назовем транзитивнъ~м, если xRy и yRz влечет xRz. 

Эквивалентность. Рефлексивное, симметричное и транзитивное 

отношение на множестве Р х Р называется отношением эквива

лентности или эквивалентностъю. Эквивалентности играют важ

нейшую роль во всех разделах математики, так как они связаны 

с разбиениями множества Р на классы эквивалентности, которые 

состоят из попарно непересекающихся подмножеств ( т. е. имеющих 
пустое пересечение). 

Функция. Функция -это такое отношение F, что из xFy и xFz 
следует у = z. В этой книге функция по определению совпадает 
с ее графиком F. Слова соответствие, отобраэк;ение, оператор, 
преобразование означают то же, что понятие функции. Примем 

правило, по которому точку у, для которой справедливо xFy, будем 
обозначать у = F(x), называя х аргументом, а F(х)-значением 
функции в точке х. Иногда используется символ х ....... F(x)-x 
переходит в F(x). Отображение F, определенное на множестве А 
со значениями во множестве В, принято записывать в следующем 

виде: 

F: А--+В. 

Образом множества А при отображении F называется множе
ство точек у = F(x), когда аргумент х пробегает все значения во 
множестве А. 

Полным прообразом р- 1 (А) множества А при отображении F 
называется множество всех аргументов х, при которых значения 

F(x) принадлежат множеству А. 
Множество А называется инвариантнъ~.м для отображения F, 

если F(A) с А. Если инвариантное множество состоит из одной 
точки, то она называется неподвиэк;ной то'Чкой отображения F. 

Функция F называется продолэк;ением функции G, а G - суэк;е

нием отображения F, если область определения функции F содер
жит область определения функции G и при этом F(x) = G(x) 
для всех х из области определения G. 

Если обратное отношение p- l к функции F также является 
функцией, то F называется взаи.мно-однозна'ЧНЪtМ отобраэк;ением. 
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Примером взаимно однозначного отображения является диаго

наль, т. е. mоJtСдествен,н,ое отобраJtСен,ие Е(х) = х. 
Пусть R, S, Т- отображения, А- непустое множество индексов 

а, для каждого из которых определено множество Ха. Тогда 

(1) (R- 1)-1 =R, (Ros)- 1 =s- 1 oя- 1 . 

(2) (R о S) о Т = R о (S о Т). 
(3) (R о S)(A) = R(S(A)) для каждого множества А. 
(4) R(U{Xa: а Е А})= U{R(Xa): а Е А}. 
(5) R(n{Xa: а Е А}) с n{R(Xa): а Е А}. 
(6) я- 1 (u{Ха: а Е А})= U{R- 1 (Xa): а Е А}. 
(7) я-1 (n{Ха: а Е А})= n{R-1 (Xa): а Е А}. 
(8) я- 1 (А\В) = я- 1 (А)\R- 1 (В). 
(9) я- 1 · R = R · я- 1 = Е, где Е - тождественное отображение. 

Произведение множеств. Важную роль в анализе играет обобще

ние понятия декартового произведения множеств на случай произ

вольной совокупности сомножителей, которое основывается на поня

тии отображения. Пусть каждому элементу а Е А поставлено в соот

ветствие множество Ха. Назовем н,итъю любое отображение х, опре

деленное на А, в силу которого каждому элементу а из множества 

А однозначно сопоставляется некоторый элемент х(а) Е Ха, кото

рый далее обозначим Ха. (При построении указанного отображения 

в соответствии с определением можно считать, что рассматривается 

отображение х из множества А в объединение множеств Ха.) При 

этом значение Ха называется a-r;;oopдu'Нamoil н,ити х. 

Определение 10.3. Множество всех нитей называется произведе
нием множеств Ха и обозначается П{Ха: а Е А} или просто ПХа, 
если ясно, о каком множестве индексов идет речь. 

Для каждого х Е ПХа и каждого а Е А полагаем 7ra(x) = Ха. 
Очевидно, 7r а - отображение множества Х = ПХ а во множество Ха, 
и оно называется проектирован,ие.м произведе'Ни.я н,а a-il со.мн,оJtСu
телъ. 

На практике пользуются следующими частными случаями по

нятия произведения. ТТусть Х и У - множества, обозначим Ух 
.м'НоJtСество всех оmобраJtСен,ий .М'НоJtСества Х в У. Тогда, очевидно, 

ух= П{Уа: Уа= У, а Е Х}. 

Если для каждого а Е А задано отображение f а : Ха ·--> Уа, то произ

ведение f = П{fа: а Е А} отображений !а является отображением 
произведения Х = ПХ а во множество У = ПУа по следующему 
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правилу: f(x) =у тогда и только тогда, когда fa(xa) =Уа при всех 
а ЕА. 

Определение 10.4. Назовем с.меJtС'Н'ЫМ классом отношения R, 
определяемым элементом а ЕР, множество таких х ЕР, что xRa. 

Определение 10.5. Систему подмножеств множества Р назовем 
разбие'Нием, если эти множества попарно непересекаются, а их объ

единение совпадает с Р. 

Теорема 10.1. Совокупность смежных классов эквивалентности 
на данном множестве является разбиением. 

О Ввиду рефлексивности каждый элемент данного множества Р 

содержится в определяемом им смежном классе. Рассмотрим смеж

ные классы А и В, определяемые элементами а и Ь соответственно. 

Пусть существует элемент, т. е. пересечение классов предполагается 

не пустым: z Е А n В. Тогда справедливо, что 

xRa, zRa, zRЬ, yRb, 

а в силу симметричности эквивалентности, имеем 

aRz, ЬRz. 

Теперь воспользуемся транзитивностью на цепочках xRa, aRz, zRb 
и yRb, ЬRz, zRa, из которой следует xRb, yRa. Таким образом, 
элемент х ЕВ, а у Е А, т. е. А= В. Следовательно, пересекающиеся 

классы совпадают и, значит, несовпадающие классы не пересекают

ся. Теорема доказана. 8 

Рассмотрим в универсальном классе И класс множеств card А 
(кардинальное число множества А), для которых существует 
взаимно-однозначное отображение между элементами из А и элемен

тами этих множеств. Произведение card А х card А задает отношение 
эквивалентности в классе И. 

Числа. Понятие отображения может использоваться для определе

ния понятия числа. На этом пути определяются не только натураль

ные числа, но и бесконечные, т. е. кардинальные и порядковые числа, 

подробные сведения о которых излагаются в стандартном курсе тео

рии множеств. Приведем для напоминания лишь основные термины. 

Множество называется с-ч,еm'Нъt.м, если оно состоит из конечного 

числа элементов (в том числе - пустого множества элементов) или 
если существует взаимно-однозначное отображение этого множества 

на множество N = {1, 2, ... , п, .. . } всех натуральных чисел. Мно
жества Х и У называются рав'НОМОЩ'НЪt.ми или эквивале'Нm'Нъtми, 
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если существует взаимно-однозначное отображение множества Х 

на множество У, в таком случае пишут card Х = card У. Класс всех 
множеств, равномощных данному множеству Х, называется мощно

стъю множества Х и обозначается card Х. Мощности именуются 
также термином кардиналънъtе 'Числа. 

Выделим специальный класс отношений, называемый порядком. 

Отношения порядка. Отношение называется порядком, если оно 

является рефлексивным, антисимметричным и транзитивным. 

Пример 10.1. Отношение включения С на 2м - .м:но::нсестве всех 
под.мно:ж;еств .мно::нсества М. 

Пример 10.2. Порядком всегда является диагональ. 

Множество вместе с заданным на нем порядком называется 

( 'Часmи'Ч'НО) упорядо'Ченнъ~м мноJtСеством. 
Порядок R называется линейнъtм, если для каждой пары х, у ЕР 

истинно по крайней мере одно из соотношений: xRy или yRx. 
В дальнейшем отношение порядка R будем обозначать символом 

нестрогого неравенства ~, если при этом не возникают недоразуме

ния. Таким образом, частичное упорядоченние на множестве Е - это 

пара (Е, ::::;). 
Пусть F - подмножество частично упорядоченного множества 

(Е, ::::;); элемент х Е Е называется маJtСорантой множества F, если 
f ~ х для всех f Е Е. Мажоранта х множества F называется его 
верхней гранъю, если х ~ g для любой мажоранты g множества F. 
Миноранта множества и его нижняя грань определяются аналогично 

заменой «знаков неравенства» на противоположные. Верхнюю грань 

множества F будем обозначать символом sup F, а нижнюю грань -
inf F. Элемент х Е Е называется максималънъ~м, если из соотноше
ниях~ у следует у~ х. 

Теорема 10.2. Пусть дано отображение f: Е -+ Е такое, что х ~ 

f(x), причем (Е, ::::;) -непустое частично упорядоченное множество, 
обладающее следующими свойствами: 

1. Если а ~ Ь и Ь ~ а, то.а= Ь. 
2. Каждое линейно упорядоченное подмножество из Е имеет 

верхнюю грань. 

Тогда во множестве Е существует неподвижная точка отображе

ния f, т. е. такой элемент w, что w = f(w). 

Доказательство этой теоремы приведено в [75]. 

Теорема 10.3 (Хаусдорф). Пусть семейство с линейно упорядо
ченных подмножеств частично упорядоченного множества (Е, ~) 
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рассматривается как частично упорядоченное множество ( ё, С) с от
ношением включения междУ элементами множества ё (являющими

ся подмножествами в Е.) Тогда ё имеет максимальный элемент. Та

ким образом, каждое частично упорядоченное множество содержит 

максимальное линейно упорядоченное подмножество. 

О Если семейство ё не имеет максимального элемента, то для каж

дого множества А Е ё существует соответствующее ему множество 

J(A) Е ё, в котором является подмножеством, не совпадающим 
с f(A). Но это противоречит предыдущей теореме. Теорема дока
зана. 8 

Теорема 10.4 (Цорн). Если каждое линейно упорядоченное под
множество частично упорядоченного множества (Е, :()имеет мажо

ранту, то в Е существует максимальный элемент. 

О Пусть х является мажорантой существующего по предыдущей 

теореме максимального линейно упорядоченного подмножества Е0 
частично упорядоченного множества (Е, :(). Допустим, что х :( у. 
Тогда если у rf_ Е0 , то множество Ео U {у} будет линейно упорядо
ченным множеством, содержащим Ео как собственное подмножество 

(т. е. подмножество, которое не совпадает с данным множеством). 

Поэтому из максимальности Е0 выводим принадлежность у Е Е0 , 

так что у :( х. Теорема доказана. 8 

Теорема Цорна эквивалентна аксиоме выбора Цермело, кото

рая постулирует для любой системы непересекающихся множеств 

{Xi}iEI существование такого множества С, что Xi n С 'Vi Е J, 
состоящего ровно из одного элемента. Аксиома Цермело и теоре

ма Цорна эквивалентны теореме Цермело о существовании вполне 

упорядоченной структуры на любом заданном множестве. 

Теорема 10.5 (Цермело). Каждое множество может быть вполне 
упорядочено. 

О Зададимся на множестве Е каким-либо отношением порядка ~о 

и рассмотрим семейство { ё} всех вполне упорядоченных множеств 
(Е0 , :(0 ) таких, что Е0 СЕ. Определим на ё отношение порядка-<, 
полагая 

(Ео, :(о) -< (Ео, :(1) 

в том и только том случае, если выполняются следующие условия: 
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1) Ео с Е1, 
2) из х,у Е Ео их ~о у следует х ~ 1 у, 
3) из х Е Ео и у (j. Е1 следует х ~ 1 у. 
При этом упорядочении каждое линейно упорядоченное под

множество Ео С С, имеет мажоранту. Эта мажоранта может быть 

определена соотношением 

(Uf.o, ~'), 

где х ~' у, если Ео Е Ео и х ~о у в упорядоченности ~о 
на Е0 . Очевидно, что доказательство принадлежности (Uf.0 , ~') 

семейству С, будет означать, что это и есть искомая мажоранта. 

Перейдем к доказательству, что упомянутое множество является 

вполне упорядоченным, а, значит, принадлежит С,. Действительно, 

то, что х ~' х для х Е Uf.0 , ясно. Если х ~'у и у ~' z, то 

х, у Е Ео Е f.o у, z Е Ео Е Ео, х ~о у и у ~о z. 

Так как С,0 - линейно упорядоченное множество, то можно считать, 

что 

откуда ясно, что х ~ 1 z и, следовательно, что х ~' z. Если х ~' у 
и у~' z, то х,у Е Ео и х,у Е Е1, причем х ~о у и у ~ 1 х. Отсюда, 
считая, что (Ео, ~о) -< (Е0 , ~1), получаем, что х =у. 

Пусть теперь множество F С Uё0 , причем F непусто. Тогда 

для некоторого Ео Е f. 0 выполняется соотношение 

F n Ео i- 0. 

Частично упорядоченное множество (Е0 , ~о) является вполне упо
рядоченным. Пусть хо Е F n Е0 будет минорантой множества F n Е0 
в упорядоченности ~о . Тогда, если 

у Е F, у (j. F П Ео, то хо, у Е Е1, где (Ео, ~о) -< (Ео, ~1), 

так что х0 ~1 у. Следовательно, х0 будет минорантой множества 
F в упорядоченности~'. Тем самым доказано существование мажо
ранты для множества ёо. 

Теперь применим теорему Цорна, в силу которой существует 

максимальное вполне упорядоченное подмножество Е0 . Но тогда 

Ео = Е, так как если в Е найдется элемент х, не принадлежащий 
Е0 , то упорядоченность ~о множества Ео можно распространить 

на множество E 0 U{x}, полагая по определению, что у ~ох для всех 
у Е Ео. Теорема доказана. • 
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§ 2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТОПОЛОГИИ 

Пусть Х - множество. Топологией в Х назовем некоторую систему 

Э" подмножеств из Х, удовлетворяющую следующим условиям: 

(1) множества 0 и Х принадлежат Э"; 
(2) объединение любого семейства множеств из Э" принадлежит Э"; 
(3) пересечение любого конечного семейства множеств из Э" при-

надлежит Э". 

Элементы системы Э" называются отк;рытыми множествами то

пологии Э". Пару, состоящую из (Х, Э"), назовем топологи'Ческ;им 
пространством. 

Если Э" - топология во множестве Х, то под базой топологии 

Э" понимают такую подсистему А с Э", что каждый элемент из 

Э" является объединением некоторого подмножества элементов из 

А. Топологическое пространство со счетной базой называется про

странством со второй ак;сио.мой с'Чеmности. 

За.мк;нутыми называются множества из Х, являющиеся допол

нениями открытых во множестве Х. 

Назовем замъ~к;анием множества А в топологическом простран

стве Х наименьшее замкнутое множество [А], содержащее А (замы
кание совпадает с пересечением всех замкнутых множеств, содержа

щих множество А). 
Qк;рестностъю точки х Е Х называется любое подмножество 

из Х, содержащее открытое множество из Э", в которое входит 

точках. Задание окрестностей точек в топологическом пространстве 

полностью определяет его топологию. 

Базой окрестностей то'Чки х Е Х назовем такую совокупность 

окрестностей ~х точки х, что для каждой ее окрестности Vx суще
свует окрестность Их Е ~х, которая принадлежит Vx. Топологиче
ское пространство удовлетворяет первой аксиоме с'Чеmности, если 

каждая его точка имеет счетную базу окрестностей. Совокупность 

открытых баз окрестностей всех точек данного топологического 

пространства задает базу топологии. 

Удобным способом определения топологических векторных про

странств служит задание их топологии в терминах систем окрестно

стей каждой точки. Благодаря векторной структуре систему окрест

ностей нуля можно превратить в систему окрестностей произволь

ной точки за счет сдвигов этих окрестностей (операцией сложения 

с фиксированным вектором). 
Топологическое пространство называется отделимым или хау

сдорфовъ~.м, если любые две различные точки х и у во множестве Х 

имеют непересекающиеся окрестности. 

14--5673 
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Точка х называется mо'Чкой прикосновени.я мно:ж;ества А в то

пологическом пространстве Х, если каждая окрестность точки х 

содержит точки множества А. Точка х называется пределъной mо'Ч

кой мно:ж;ества А в топологическом пространстве Х, если каждая 

окрестность точки х содержит точки множества А, отличные от х. 

Лемма 10.1. Замыкание множества А в топологическом простран
стве состоит из точек прикосновения А (иначе говоря, замыкание

это объединение множества А и всех его предельных точек). 

Пусть (Х, 1') - топологическое пространство и У С Х. Индуциро
ванной топологией в У называется топология, в которой открытыми 

множествами по определению являются пересечения У с 1' - откры

тыми множествами из Х. 

Пусть Х, У - топологические пространства и f - отображение 

пространства Х в У. Отображение f называется непреръ~внъtм, если 
множество f- 1 (V) открыто в Х всякий раз, когда множество V 
открыто в У. Для этого достаточно, чтобы прообразы f- 1(V) были 
открыты в Х для любого элемента V, принадлежащего некоторой 
базе топологии в У. 

Лемма 10.2. Для того чтобы отображение было непрерывным, 
необходимо и достаточно, чтобы прообраз каждого замкнутого мно

жества был замкнут. 

Отображение f: Х ___, У называется гомеоморфизмом простран
ства Хна пространство У, если оно взаимно однозначное, а отобра

жения f и 1- 1 -непрерывные. 
Иногда возникает потребность наделения множества Х такой 

топологией, в которой становятся непрерывными заданные отоб

ражения множества Х в некоторые топологические пространства. 

Предположим, что задано семейство топологических пространств 

(li )iEI, и для каждого i Е I задано отображение fi: Х ___, li. 
Рассмотрим такие топологии, при которых для каждого индекса 

i Е I отображение fi : Х --: li непрерывное. Очевидно, такие тополо
гии существуют, например сильнейшая или дискретная топология. 

Среди таких топологий существует слабейшая. Ее база может быть 

задана следУющим образом. Если множество Vi открытое в топо
логическом пространстве li, то положим элементами базы искомой 
топологии все множества вида 

И= n{f-1 (Vi): i Е J}, 

где v; = li для всех значении z, кроме конечного или пустого 
набора индексов i. Топология, задаваемая этой базой, - слабейшая, 
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в которой каждое из отображений fi : Х --+ Yi непрерывное. 

Будем ее называть топологией, определенной задаппъ~м семейством 

отобра:жений {fi}· 
Направлеппъ~м мпо:жеством назовем частично упорядоченное 

множество I с отношением порядка ?:: , в котором любые два элемента 
обладают общей ма:жорантой, т. е. для каждой пары а1 , а2 Е I 
можно указать элемент а3 Е I такой, что 

Направлепностъ (сеть) - это параметрическое семейство элемен

тов, множество индексов которых направленно. Иногда сеть называ

ют обобw,еппой последователъпостъю. Каждая последовательность 

является сетью. Приводимое ниже определение подсети обобщает 

понятие подпоследовательности. 

Подпаправлеппостъю (подсетью) направленности {xa}aEJ назо
вем такую направленность {у,в},ВЕJ, для которой существует функ
ция 

со следующими свойствами: 

1) У,В = ХF(,В) '<f(З Е J; 
2) для каждого а' Е I существует такое /3' Е J, что при (3 ;;::: {31 

значения F(/3) ?==1 а'. 
Назовем сеть сход.я:щейс.я, к элементу х топологического про

странства Х, если для каждой окрестности точки х можно указать 

такой индекс, начиная с которого элементы сети принадлежат дан

ной окрестности. Если множество индексов сети отождествляется 

с множеством натуральных чисел N, то сеть называется последова
телъпостъю. 

Лемма 10.3. Топологическое пространство является хаусдорфовым 
(отделимым) тогда и только тогда, когда каждая сходящаяся сеть 
имеет не более одного предела. 

Лемма 10.4 (свойства mопологи-ч.еских просmра:нсmв в тер
.минах направленносmей). Пусть топологическое пространство 
является хаусдорфовым. Тогда 

1) точках принадлежит замыканию данного множества А, если 
существует сеть элементов из А, сходящаяся к х; 

2) точка является предельной для сети, если существует подсеть, 
сходящаяся к этой точке; 

3) если сеть сходится к некоторой точке, то и каждая ее подсеть 
сходится к той же точке; 
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4) отображение f: Х ____, У(Х и У - хаусдорфовы пространства) 

непрерывно в точке х тогда и только тогда, когда сеть f(xa) 
сходится к f(x) для любой сети {ха} из Х, сходящейся к точ
ке х. 

§ З. ПРОИЗВЕДЕНИЕ ТОПОЛОГИЙ 

Пусть { Xi }iEI - некоторое семейство топологических пространств. 
Образуем произведение множеств Х = ПХi, т. е. всех таких наборов 
х = (xi), что Xi Е xi для каждого i Е J. Рассмотрим отображения 1Гi 
произведениях= пхi на множества xi, определенные равенства
ми 1Гi(х) = Xi (так называемые проекции). 

Если топологические пространства Xi = У для каждого i Е J, где 
у - фиксированное пространство, то произведение п xi есть не что 
иное, как множество всех отображений, определенных на I со зна

чениями в У. В этом случае будем пользоваться естественным обо-

значением yI def пхi. Топология в х = пхi, заданная семейством 
проекций 1Гi, называется произведе'Нием топологий простра'Нств Xi. 
Множество Х, наделенное такой топологией, называется тополо

ги'Ческим произведе'Нuем семейства простра'Нств {Xi}iEJ, а сами 
пространства Xi - его СОМ'НОJ!Сител.я,.м,и. 

Лемма 10.5. Отображение f топологического пространства S в про
изведение Х непрерывно тогда и только тогда, когда каждая супер

позиция 1Гi о f: s ____, xi непрерывна. 

Лемма 10.6. Если каждый из сомножителей Xi произведения Х -
отделимое пространство, то произведение Х также отделимое про

странство. 

Если xi = у для всех i, то топологию произведения х = у I 
обычно называют топологией пото'Че'Ч'Ной сходимости 'На I, ибо 
произведение в этом случае естественно отождествляется со множе

ством всех отображений из J·в У. 

§ 4. КОМПАКТНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

Покръ~тием М'НОJ1Сества Х называют систему Е подмножеств в Х, 

объединение которых совпадает с Х. Покрытие I::' называется под
покръ~тием покръ~ти.я Е, если I::' С Е. 

Покрытие Е называют откръ~тъ~м, если оно состоит из открытых 

множеств в Х. 
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Систему ~ подмножеств множества Х называют центрирован

ной, если каждая непустая конечная подсистема в ~ имеет непустое 

пересечение. 

Топологическое пространство называется ко.мпактн,ъ~.м, если оно 

отделимое и каждое открытое покрытие в нем содержит конечное 

подпокрытие. 

Теорема 10.6. Пусть Х - топологическое хаусдорфово простран

ство. Следующие четыре утверждения эквивалентны. 

1) Каждое открытое покрытие пространства Х содержит конеч
ное подпокрытие. 

2) Если система ~ замкнутых множеств пространства Х центри-
рована, то пересечение всех множеств системы ~ непусто. 

3) Каждая сеть точек из Х имеет в Х предельную точку. 
4) Каждая сеть точек из Х содержит сходящуюся подсеть. 

Очевидно, топологические пространства, обладающие одним из 

свойств (1)-(4) (и, следовательно, каждым), являются компактными. 
Множество А топологического пространства Х называется ко.м

пактн,ъ~.м, если оно является компактным в индуцированной топо

логии. Множество А называется отн,осителън,о ко.мпактн,ъ~.м, если 

его замыкание компактно. 

Следствие 10.1. Если Х - компактное пространство, то каждое его 

бесконечное подмножество содержит предельную точку. 

Следствие 10.2. Замкнутое подмножество компактного простран
ства компактно. 

Следствие 10.3. Компактные подмножества хаусдорфовых про
странств замкнуты в содержащих их пространствах. 

Следствие 10.4. Пусть Х - компактное пространство. Если сеть 

в Х имеет не более одной предельной точки, то она сходится. 

Следствие 10.5. Хаусдорфово пространство компактно тогда 

и только тогда, когда любая его центрированная система подмно

жеств имеет общую точку прикосновения. 

§ 5. ТЕОРЕМА О ГОМЕОМОРФИЗМЕ 

Следующая теорема играет существенную роль в построении клас

сов корректности среди глобальных функциональных решений си

стем законов сохранения. 

Теорема 10.7 (теорема о гомеоморфизме). Если Х -компакт
ное, а У - отделимое топологическое пространство и отображение 
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1: Х --+ У непрерывно, то множество l(X) компактно в У. Если, 
кроме того отображение 1 взаимно однозначное, то 1 - гомеомор

физм пространства Хна пространство l(X). 

О Пусть {Vi} - открытое покрытие множества А = f(X). Система 
множеств {l-1(Vi)} является тогда открытым покрытием простран
ства аргументов Х, так как для непрерывного отображения прооб

разы открытых множеств открыты. В силу компактности Х система 

{l-1 (Vi)} содержит конечное подпокрытие. Очевидно, образы этой 
конечной подсистемы составляют искомое конечное подпокрытие 

для множества А. Таким образом, множество f(X) компактно в ин
дуцированной топологии. 

Допустим теперь, что 1 является взаимно однозначным отобра
жением компактного пространства Х на пространство У. Пусть F -
произвольное замкнутое подмножество в Х, т. е. оно компактное 

(следствие 10.2). Значит, в силу первой части доказательства его 
образ компактен в хаусдорфовом пространстве У и, следовательно, 

по следствию 10.3, множество l(F) замкнутое в пространстве У, что 
в свою очередь приводит к его замкнутости в индуцированной то

пологии на l(X). Итак, для обратного отображения 1-1
: f(X) --+ Х 

прообраз каждого замкнутого множества замкнут, т. е. отображе

ние 1-1 непрерывно. Тем самым установлено, что 1 - гомеомор
физм. Теорема доказана. 8 

§ 6. ТЕОРЕМА А. Н. ТИХОНОВА 

Приводимая ниже теорема А. Н. Тихонова3) [160] является централь
ным результатом теории компактных топологических пространств 

и играет фундаментальную роль в обосновании глобальной сходи

мости приближенных методов для излагаемой в гл. 2 теории функ
циональных решений систем законов сохранения. 

Теорема 10.8. Топологическое произведение семейства компакт
ных топологических пространств есть компактное пространство. 

3) Андрей Николаевич Тихонов (30.10.1906-7.10.1993) - выдающийся совет
ский математик и геофизик, академик АН СССР, дважды Герой Социалисти
ческого Труда (1953, 1986). Родился в Гжатске. Окончил Московский государ
ственный университет (1927). С 1936 работал в МГУ и в Институте приклад
ной математики АН СССР. Ученик П. С. Александрова. А. Н. Тихонов получил 

важные результаты и в наиболее абстрактных областях чистой математики, 

и в математических дисциплинах, непосредственно связанных с практикой. 

В теоретико-множественной топологии он ввел понятия бесконечного произве

дения топологических пространств, так называемое тихоновское произведение, 

и понятие вполне регулярных пространств - тихоновских пространств, являю

щихся центральными результатом теории компактных пространств, см. (15, 160]. 
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О Пусть { Xi}iE/ - семейство компактных топологических про
странств и Х - его произведение. По следствию 5 к теореме 10.2 
достаточно показать, что каждая центрированная система подмно

жеств произведения имеет непустое пересечение, т. е. 

n{A: А ЕЕ} -:j; 0, 

где L; - произвольная центрированная система множеств в Х. Не 

нарушая общности, можно считать, что Е - максимальная центри

рованная система множеств произведения, ибо по лемме Цорна лю

бую центрированную систему можно расширить до максимальной. 

Из условия максимальности центрированной системы Е получаем 

следуюшие следствия: 

1) система Е замкнута относительно конечных пересечений; 
2) всякое множество в Х, пересекающее каждое множество си

стемы L;, само принадлежит системе Е. 

При каждом фиксированном индексе i система проекций 7ri(E) 
подмножеств пространства Xi центрирована. В силу компактности 
Xi система проекций 7ri(E) множеств из системы L; имеет общую 

точку прикосновения Xi Е xi. Поэтому если ui с xi - некоторая 

окрестность точки Xi, то пересечение ui n 7ri(A) непусто для любого 
множества А с Е. Другими словами, множество 7r-1 (Ui) пересека
ет каждое множество системы L;. В силу свойства (2) множество 
7r-1 (Ui) Е Е, а из свойства (1) следует, что таким же свойством 
обладают любые конечные пересечения таких множеств. Однако 

совокупность конечных пересечений множеств вида 7r-l (Ui) образует 
базу окрестностей ТОЧКИ Х = {xi}iEI Е Х = ПХi В ТОПОЛОГИИ 
произведения Х. 

Таким образом, каждая окрестность точки х принадлежит си

стеме Е, т. е. х является точкой прикосновения любого множества 

системы Е. Теорема доказана. 8 

§ 7. СЛАБЫЕ ТОПОЛОГИИ 
В СОПРЯЖЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 

Топологии а(ё+,.с). Пусть ё-векторное пространство без то
пологии, .С -векторное подпространство в ё, ё+ -алгебраическое 
сопряженное пространства ё. Среди топологий в ё+, среди которых 
каждая из функций l(F) (где F Е .С фиксированное, а переменными 
являются l Е ё+) с числовыми значениями непрерывна при про
извольном фиксированном F Е ё, существует слабейшая топо

логия. Эта топология обозначается а( ё, +, .С) и называется слабой 
топологией, порожденной подпространством .С. Топология а ( ё, +, .С) 
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согласуется со структурой векторного пространства ё. +, превращает 
ё,+ в локально выпуклое пространство. Базу окрестностей нуля в ё,+ 

образуют множества вида 

u+(D, с) = {l Е ё,+ : ll(F)I < Е, F Е D}, 

где Е > О, а D- конечное подмножество в подпространстве /:.,. 
Семейство полунорм 

pp(l) def sup{ll(F)I: F Е /:.,} 

является определяющим для топологии tr(ё.+,J.,). 
В случае /:., = ё. говорят о слабой топологии в ё,+. 

Топология tr(ё.+, ё.) всегда отделима в смысле Хаусдорфа. 

Теорема 10.9. Пусть ё. - векторное пространство. Множество G С 
ё. + относительно компактно в топологии tr ( ё. +, ё.) тог да и только 
тогда, когда оно слабо ограничено, т. е. когда 

sup{pp(l): l Е G} < оо 

для каждого F Е ё.. 

О Необходи.мостъ. Пусть множество G относительно компактное, 
т. е. его замыкание - компактное подмножество в ё,+. Тогда, по тео
реме Коши, каждая непрерывная функция ограничена на [G] и, 

следовательно, при любом F Е ё. ограничены на G полунормы PF· 
Необходимость доказана. 

Достаточностъ. Заметим, что пространство ё,+ является за
мкнутым подмножеством в JR. ё, снабженным топологией поточечной 
сходимости (произведения), ибо предельные точки множества конеч

ных линейных функционалов также являются конечными линейны

ми функционалами. Далее, топология tr(ё.+, ё.) индуцирована на ё,+ 
топологией произведения JR.ё. Таким образом, множество G, рассмат
риваемое как подмножество в JR.ё, имеет ограниченные проекции, 
т. е. их замыкания лежат в компактах пространства JR.. Следова
тельно, по теореме 10.8 (А. Н. Тихонова), множество G принадлежит 
компактному подмножеству Т С JR. ё, состоящему из произведения 
компактных подмножеств в JR., которые содержат проекции G. Таким 
образом, замыкание множества G в произведении JR. ё принадлежит 
Т и в силу следствия 10.2 множество [G] само является компактным 
подмножеством в JR. ё. Но поскольку ё. + - замкнутое подмножество 
в JR.ё, то [G] с ё,+. А так как топология tr( ё,+, ё.) индуцирована 
на ё,+ топологией произведения JR.ё, то множество G относительно 
компактное в ё,+, tr(ё.+, ё.). Теорема доказана. • 
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§ 8. ПРОСТРАНСТВА СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 

Назовем мерой счетно-адцитивную функцию подмножеств мно

жества П с неотрицательными значениями, которая определена 

на некоторой а-алгебре. Мера называется борелевой, если областью 

ее определения служат борелевы множества. Тройку (П, а,µ) на

зовем прострапством с мерой; оно a-кone"-tnoe (счетно-конечное), 
если множество П может быть представлено как объединение счет

ного набора множеств конечной меры. Ниже всюду предполагается 

а-конечность пространств с мерой. 

Пространство Lр(П, µ), 1 ::;;; р < оо, состоит из классов эквива
лентности относительно меры µ измеримых функций f на множе
стве П, имеющих конечный интеграл Лебега 

! IJIP dµ < оо. 
[) 

При р = 1 классы эквивалентности состоят из функций с ограни
ченным существенным максимумом. Пространства Lp, 1 ::;;; р < оо, 
являются банаховыми в нормах, задаваемыми интегралами 

{ }
1/р 

llfllp = [ IJIP dµ < оо, 

где f - произвольный представитель данного класса эквивалентно

сти. При р = оо соответствующая норма задается существенным 

максимумом представителя класса f 

llflloo = vraisup IJI. 
[) 

Сопр.яжеппъ~е прострапства ( т. е. пространства линейных непре
рывных функционалов) на пространствах Lp, 1::;;; р < оо, изометри
чески отождествляются с пространствами Lq, р- 1 + q- 1 = 1. Слаба.я 
топологи.я па Lp, 1 ::;;; р < оо, задается как топология a(Lp, Lq)· 
Пространство полагается слабо полпъ~м, если его каждая слабо фуп

дамепталъпа.я последователъпостъ слабо сходится (т. е. сходится 

в слабой топологии данного пространства). 

Теорема 10.10. Пусть 1 < р < оо. Тогда пространство Lр(П,µ) 
рефлексивно и слабо полно. Для того чтобы множество в Lр(П, µ) 
было слабо компактным, необходимо и достаточно, чтобы оно было 

ограниченным по норме. 
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Теорема 10.11. Пространство L 1 (П, µ) слабо полно. Последователь
ность {fп} в том и только том случае слабо сходится к некоторому 

элементу f из L1 (П, µ),если она ограничена и 

/ f(s)µ(ds) = li;p / fп(s)µ(ds) 
Е Е 

на каждом множестве Е из (]-алгебры, на которой определена мераµ. 

Подмножество К С L1 (П,µ) в том и только том случае является 
слабо компактным, если оно ограничено и счетная адцитивность 

интегралов J J(s)µ(ds) равномерна относительно элемента f Е К. 
Е 

Если П является сепарабельным метрическим пространством, то 

пространства Lр(П, µ), 1 ~ р < оо, с борелевой мерой µ также 
сепарабельные. 

§ 9. ТЕОРЕМЫ БЭРА И БАНАХА-ШТЕЙНГАУЗА 

Множество S в топологическом пространстве М называется nигде 
ne плотnъ~.м, если его замыкание не содержит непустых открытых 
множеств. 

Теорема 10.12 (теорема Бэра о категории). Полное метри
ческое пространство не может быть объединением счетного числа 

нигде не плотных множеств. 

На практике теорема 10.12 впрямую используется редко, а поль
зуются одним из ее следствий, одно из которых известно под назва

нием теорема Банаха-Штейнгауза. 

Теорема 10.13 (теорема Ванаха-Штейнгауза или принцип 
равномерной ограни'Ч.енности). Пусть Х - банахово простран

ство. Пусть Э" - семейство ограниченных линейных преобразований 

из Х в какое-либо нормированное пространство У. Допустим, что 

для всякого х Е Х множества {//Txl!y : ТЕ Э"} ограничены. Тогда 
множество {llTll: ТЕ Э"} огр~ничено. 
О Пусть 

Вп = {х: //Тх//у ~ п,Т Е Э"}. 

По предположению, каждый элемент х принадлежит некоторому 

множеству Вп и, значит, пространство Х имеет вид 

00 
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Более того, каждое множество Вп замкнуто, так как каждое пре

образование Т Е :.f непрерывное. По теореме Бэра о категории 
какое-либо Вп содержит открытое множество и, следовательно, име

ется открытый шар, на котором ограничены значения llTx\\y общей 
постоянной для всего множества :.f. Таким образом, выполнив сдвиг 
центра этого шара в нуль, получаем на нем равномерную ограничен

ность значений llTxl\y относительно :.f. Но это означает ограничен
ность норм семейства отображений :.f. Теорема доказана. 8 

§ 10. ПРИНЦИП МАКСИМУМА 

В этом разделе устанавливается важный «принцип максиму

ма» [31, 34, 48]. 

Теорема 10.14 (принцип максимума). Пусть С-открытое 
множество в метрическом пространстве, имеющее компактное замы

кание С; дG -граница множества G; (О, Т], [О, Т] -полуоткрытый 
и замкнутый отрезки вещественной числовой оси, 

Q(T) = G х (О, Т], Q(T) = G х [О, Т], 

дQ =(С х {О}) u (дG х (О,Т]). 

Пусть вещественная функция f непрерывна на Q(T) и имеет в каж
дой точке Q(T) производную по переменной t, О < t :::;; Т. Если 

при каждом фиксированном t Е (О, Т] в точках ш* Е G, в которых 

f (ш*, t) = max f (ш, t), 
wEG 

выполнено неравенство 

дf(ш*,t) 
дt :::;; о, (10.1) 

то 

maxf = maxf. 
Q(T) дQ 

Если же производная lt f существует на G х [О, Т] и неравен
ство (10.1) выполняется в точках ш* Е G, то в этом случае 

rp.ax f = max f(ш, О). 
Q(T) wEG 

Доказательство этой теоремы основывается на следУющей лемме. 

Лемма 10. 7. Пусть выполнены условия теоремы 10.14. Потребуем, 
чтобы в точках ш* Е G, в которых 

f (ш*, t) = max f (ш, t), 
wEG 
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выполнялось строгое неравенство 

дf(w*,t) 
0 дt < . 

Тогда максимум функции f на Q(T) достигается только на дQ. 

D Положим противное утверждению леммы, т. е. пусть существует 
точка (w0 , t 0 ) Е Q(T) такая, что 

J(wo, to) = rp_axf. 
Q(T) 

Тогда по требованию леммы 

д f ( wo, to) 
0 дt < . 

Таким образом, найдется точка t 1 Е (О, to), в которой 

f(wo, t1) > f(wo, to), 

(10.2) 

что противоречит соотношению (10.2). Значит, максимальное значе
ние f достигается только на дQ. Лемма доказана. 8 

Доказательство теоремы 10.14. 

D Функцию f, удовлетворяюшую условиям теоремы, аппроксими
руем последовательностью функций 

fп(w, t) = f(w, t) + п- 1 (Т - t), п Е N, 

равномерно сходящейся к f на Q(T). Для каждой fп, п Е N, 
выполнены требования леммы 10.5. Поскольку 

rpaxfn = max fп, n Е N, 
Q(T) дQ 

то предельный переход п ---> оо в этом равенстве приводит к соотно-

шению 

rp_ax f = max J, 
Q(T) дQ 

которым завершим доказательство первой части теоремы. 

Аналогично проводится рассуждение для второй части теоремьГ. 
Теорема доказана. · 8 

В заключение отметим, что доказанный принцип максимума 

легко обобщается на вектор-функции. 

В следующей лемме получим одно полезное неравенство. 

Лемма 10.8. Пусть v(x, t) - непрерывная неотрицательная функ

ция, заданная на прямоугольнике 

П = {(х, t): О::;;; х::;;; а, О::;;; t::;;; Т}, 
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имеющая на П непрерывную частную производную Vt. Пусть 

при каждом фиксированном f Е [О, Т] в точках { х}, в которых 

v(x, f) = max v(x, f), 
о:;:;х:;:;а 

выполняется неравенство 

vt(x, f) ,,;; -g(f) v(x, f), 

где g(t) - непрерывная неотрицательная функция при О ,,;; t ,,;; Т. 
Тогда для t Е [О, Т] справедливо соотношение 

max v(x, t),,;; max v(x, О) ехр (-[t g(s) ds) . 
о:;:;х:;:;а о:;:;х:;:;а 

О Предположим, что 

max v(x, О) > О, 
о:;:;х:;:;а 

так как в случае обращения этой величины в нуль теорема 10.14 
обеспечивает выполнение тождества 

max v(x, t) =О, t ~ О. 
о:;:;х:;:;а 

Поэтому без ограничения общности будем считать, что максималь

ный интервал положительности величины maxo:;:;x:;:;a v(x, t) составля
ет весь отрезок О,,;; t,,;; Т. Сначала рассмотрим случай, когда функ
ция g(t) является неотрицательной константой. Если эта постоянная 
равна нулю, то для функции v справедлива теорема 10.14. Поэтому 
положим постоянную g(t) = k >О. Фиксируем точку f Е [О, Т]. В тех 
же точках, {х} с [О, а], для которых справедливо равенство 

v(x, f) = max v(x, f), 
о:;:;х:;:;а 

выполнено строгое неравенство 

Vt(x, f) < -v(x, f)k(l - 2-п), 

при каждом натуральном n ~ 1. Поскольку рассматриваемые 

функции непрерывные, то в малой окрестности каждой точки (х, f) 
выполняется неравенство 

vt(x, t) < -k(1 - гn)v(x, t), n = 1, 2, .... 

В силу компактности множества { х} можно указать конечный набор 
открытых прямоугольников, покрывающих множество {х} х {f}, 
в каждом из которых справедливы неравенства 

v >о, 

Vt < -k(l - 2-n)v, n = 1, 2, .... 



390 Глава 10. Дополнение ... 

В силу непрерывности производной Vt она ограничена на компактах 

max lvt 1 < оо, 
О~х::;;;а, 
O~t~T 

и можно указать такое число т >О, что при t ~ t ~ l+т выполняется 
неравенство 

max v(x, t) ~ max v(x, l) exp[-k(l - тn)(t - t)]. 
О~х~а О~х~а 

Следовательно, на всем отрезке О ~ t ~ Т имеем 

max v(x, t) ~ max v(x, О) exp(-kt). 
О~х~а О~х~а 

Перейдем к окончательному доказательству леммы. Разобьем отре

зок [О, t] С [О, Т] точками tn = N-t, п =О, 1, ... , N. Обозначим 

9п = min g(s). 
tп~S~tп+1 

Тогда на каждом отрезке tn ~ s ~ tпн, О ~ п ~ N - 1, в точках 
{ х} справедливо неравенство Vt ( х, s) ~ -gп v( х, s). Применяя на этих 
отрезках соотношение (10), получаем 

( 

N-1 ) 
max v(x, t) ~ max v(x, О) ехр - L gnдt , 
О~х~а О~х~а 

n=O 

t 
дt-- н· 

Переходя к пределу при N -+ оо, получаем утверждение леммы. 

Лемма доказана. 8 
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